KONFIDENZINTERVALLE Einfiihrung von Ac

Problem: ( ,,Schluss von der Stichprobe auf die Gesamtheit - Schiitzen*)
Von einer binomialverteilten Zufallsgrofie X sei n (der Stichprobenumfang) gegeben,
aber p (Erfolgswahrscheinlichkeit) unbekannt. Gesucht ist p bzw. ein Intervall von p-Werten.

Konkreter formuliert:
Eine Stichprobe liefere fiir die Zufallsgrofe X den Wert x.
Welche Schlussfolgerung kann hieraus fiir p (Erfolgswahrscheinlichkeit) gezogen werden ?

Beispiel: (Wahlprognose
Man befragt 500 Personen, ob sie Kandidat A wihlen werden. Dabei ergibt sich, dass 273 Personen
voraussichtlich Kandidat A wéhlen . ( Stichprobenergebnis also x =273 und n =500 )
Schlussfolgerungen fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p des Kandidaten A:
p=0,546 ist ein guter Schitzwert fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit. Warum ?

Frage 1: ( wichtige Vorbetrachtung zur Erorterung des Themas )
Kann der Kandidat auf die Mehrheit der Stimmen hoffen ?

Beachte: Der Schitzwert garantiert noch keine Mehrheit, denn es ist unsicher, ob spater wirklich 273
Personen den Kandidaten A wéhlen.

Wir betrachten dazu die Binomialverteilung fiir n=500; p=0,546 und schraffieren die 95%-Umgebung des
Erwartungswertes p=273, d.h. es bleiben links und rechts von [ jeweils 2,5% unschraffiert .

Anmerkung: Bei Meinungsumfragen ist es iiblich, mit einer ,,Sicherheitswahrscheinlichkeit* von 95% zu
arbeiten; daher ist die 95%-Umgebung des Erwartungswertes [l von Interesse .

( Anm.: Umgebungen von Y werden bei ,,Hypothesentests* auch als ,,Annahmebereich A bezeichnet )

Fero. oo po-bae 95%-Umgebung={251: _ :295} P{U)=85.68% Die Graﬁk Zeigt:
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Daraus kann man ersehen, dass Kandidat A mit 95%iger Sicherheitswahrscheinlichkeit mindestens 50%
aller Stimmen bekommen wird. Aber Kandidat A kann sich der Mehrheit dennoch nicht ganz sicher sein,
denn es bleibt ein Unsicherheitsfaktor von 5% .
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Frage 2: ( Dies ist die eigentliche Untersuchung zum Thema ..Konfidenzintervalle* )
Gibt es weitere p-Werte, in deren 95%-Umgebung das Stichprobenergebnis (hier: x=273) liegt ?

Natiirlich gibt es ein ganzes Intervall von p-Werten, in deren Annahmebereich das Stichprobenergebnis x
liegt. Man spricht hier von dem ,,Vertrauensintervall (Konfidenzintervall)*“ fiir die Erfolgswahrsch. p .

Aufgabe:

Bestimme zunéchst die 95%-Umgebungen fiir p=0,51 bzw. p=0,49 .



Losungen:

P(X=Ak) n=500 p0=0.510 p=25500 o=11.18 1.96.0=21.9

95%-Umgebung={233; ... :277} P(U)=9560%
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Hier liegt das Stichprobenergebnis 273 in der 95%-Umgebung von p=255 .Daher ist p=0,51 vertriglich mit
dem Stichprobenergebnis 273. Verwendet man die 1,960-Umgebung und rundet zum Erwartungswert hin,
so erhélt man iibrigens das Intervall {234; ... ;276} mit einer Intervallwahrscheinlichkeit von 94,57% !
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Hier liegt das Stichprobenergebnis 273 auBlerhalb der 95%-Umgebung von p=245.
Daher ist p=0,49 nicht vertriglich mit dem Stichprobenergebnis 273.

Zusatzaufgabe: Zeige, dass p=0,595 ebenfalls nicht vertraglich mit dem Stichprobenergebnis 273 ist.

Losung: 273 liegt auBerhalb (links) der 95%-Umgebung von p=297,5
P{x=k) n=500 p0=0.595 p=29750 o=10.98 1.96.0=21.5
i 95%-Umgebung={276; .. :319} P(U)-95.51%

<N N
N N

SN

Seniiil Ins==

2?0 272 274 2?6 2?8 280 282 284 286 288 290 292 294 296 298 SDD 302 304 306 308 310 M2 314 36 318 320 322 324 Kk




Bezug zu Frage 2):

Gesucht ist ein Intervall von p-Werten, die vertriglich mit dem Stichprobenergebnis x=273 sind, d.h. in
deren jeweiliger Umgebung von U das Stichprobenergebnis 273 liegt . Hierbei sind die jeweiligen
Umgebungen (z.B. 95%) recht schwer zu bestimmen.

Leichter wird es mit einer Ndaherungsformel (0-Regel), welche besagt:
Die 95%-Umgebung entspricht niherungsweise der 1,960-Umgebung von |
Die p-Werte findet man demnach auf folgende Weise: H-1,960 < x < p+ 1,960

Fiir unser Beispiel mit n=500 und x=273 ergibt sich also wegen pu=500p und 0=+/500p(- p) :

500p - 1,96+/500p(1- p) <273 <500p + 1,96,/500p(1- p) istalso zu losen !

Grafische Losung fiir p: Man lasst den GTR die drei Funktionen aus der Ungleichungskette zeichnen
f(p) = 500p - 1,96 /500 p(1- p) g(p) =500p + 1,96 ,/500p(1- p) h(p) =273

und sucht denjenigen p-Bereich, fiir den gleichzeitig (!) f(p) < h(p) und g(p) = h(p) gilt .
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Man erkennt, dass die Intervallgrenzen die Schnittstellen von f(p) bzw. g(p) mit h(p) sind.

Diese lassen sich beim GTR durch 2-malige Anwendung von Intersect (2nd CALC 5) bestimmen.

Also: Konfidenzintervall =[ 0,502 ; 0,589 ] .

Ergebnis: Alle p-Werte im Bereich [ 0,502 ; 0,589 ] sind vertrdglich mit dem Stichprobenergebnis 273.



Grafische Darstellung der Verteilungen der ..Grenzwahrscheinlichkeiten p0=0.502 und p1=0.589:
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Zu p0 gehort die weile Verteilung und zu p1 gehort die blau schraffierte Verteilung .

Die 95%-Umgebung von p0=0,502 ist braun markiert (senkrechte Striche), wihrend diejenige von p1=0,589
blau markiert ist. Die beiden rot markierten Stellen sind die Erwartungswerte der beiden Verteilungen.

An der Stelle k=273 fallen 3Markierungen zusammen, und zwar diejenigen des Stichprobenergebnisses
x=273, die rechte Grenze der 95%-Umgebung von p0 und die linke Grenze der 95%-Umgebung von p1 !

Das Stichprobenergebnis liegt also auf dem gemeinsamen Schnittpunkt der 95%-Umgebungen von p0
und pl und ist damit vertraglich mit beiden Erfolgswahrscheinlichkeiten .

Algebraische Losung (alternativ zur grafischen Losung: eher fiir e-Kurse geeignet):

Ausgangspunkt zur Bestimmung der Intervallgrenzen sind die beiden Gleichungen:
500p - 1,96/500p(1- p) =273 und 273 =500p + 1,96,/500p(1- p)

Fiir die erste Gleichung folgt 500p —273 =1,96,/500p(1- p)
Fiir die zweite Gleichung entsprechend 273 — 500p = 1,96 ,/500p(1- p)
Es bietet sich jetzt an, die Gleichungen zu quadrieren, damit die Wurzel wegfallt.

(500p —273)* = (1,96/500p(1- p))* sowie (273 —500p )*=(1,96,/500p(1- p))*
250000p* — 273000p + 74529 = 3,8416[(500p[(1-p)) sowie

74529—273000p + 250000p* = 3,8416[(B00pI(1-p))

Beide Gleichungen sind also identisch (!), daher formen wir die erste weiter um:
250000p* —273000p + 74529 = 1920,8[(p-p*) O

250000p* —273000p + 74529 = 1920,8p-1920,8p* [

251920,8p* — 274920,8p + 74529 =0 0

p>—1,0912985p + 0,29584298 = 0 [

p1=0,50217 p,=0,58913

Ergebnis: ( Rundung auf 3 Nachkommastellen )
Das Konfidenzintervall ist also [ 0,502 ;0,589 ] .



Verwendung der TI83-Funktion 1-PropZInt

Kommt es nicht auf die algebraische Losung an, so kann man eine spezielle Funktion des GTR nutzen, um
Konfidenzintervalle zu bestimmen:

Man wihlt im STAT TESTS — Menii die 1-PropZInt - Option .

Einzugeben sind x (Stichprobenergebnis), n (Umfang der Stichprobe) und C-Level (Sicherheitswahr-
scheinlichkeit) .

Ausgegeben wird dann (nach Anwahl von Calculate) das Konfidenzintervall.

Beispiel von oben: x=163 n=481

EOIT I:FILI:_IjI%E 1-FrorZInt 1-FrorZlnt
ET2-ProrZTest.. wilG3 L. 296558, .. 381187
razlnterual.. n=da1 p=, 3388773389
S:TInterwval.. C-Leuwal: .35 n=4=51
Qi 2=SamrZInt.. Calculate
H: 2=SamrTInt..

1-Prorslnt..

2=ProrZlInt..

Das Ergebnis ist hier das Konfidenzintervall [ 0,297 ; 0,381 ].

Dies weicht geringfiigig von dem oben ermittelten Intervall ab (sieche Anmerkung unten) .

Anmerkung:
Eine genauere Untersuchung zeigt, dass das vom TI184 ermittelte Ergebnis falsch ist, denn es handelt sich

hier offensichtlich nicht um eine Abweichung, die durch Rundung erzeugt wird, sondern man kann durch
rechnerische Priifung nachweisen, dass 1-PropZInt lediglich p = x/n annimmt (was nicht zuléssig ist) und
dann um diesen Wert herum die entsprechende Sigma-Umgebung berechnet !




Aufgaben und Beispiele:

1) Bestimme das 95%-Konfidenzintervall fiir eine Stichprobe vom Umfang 2000 mit dem Ergebnis 80.

2) Bei einer Untersuchung von 920 Personen hatten 402 die Blutgruppe A . Bestimme das 95%-
Konfidenzintervall. Was sagt das Ergebnis aus ?

3) Beim Wiirfeln mit einem Quader erhielt man bei 481 Wiirfen 163-mal das Ergebnis 4. Bestimme das
95%-Konfidenzintervall.

4) Beim Wiirfeln mit einem Hexaeder erhielt man bei 3000 Wiirfen 468-mal das Ergebnis 6. Bestimme das
95%-Konfidenzintervall. Ist der Wiirfel gezinkt ?

Losungen:

Zu1): n=2000und x=80. Es ergibt sich das Intervall [ 0,031;0,049].

Zu?2): n=920 und x=402. Es ergibt sich das Intervall [ 0,405 ;0,469 ] .
Dies bedeutet, dass in der Bevolkerung ( mit 95%iger Sicherheitswahrscheinlichkeit) zwischen 40,5% und
46,9% die Blutgruppe A besitzen .

Zu 3) Geometrische Losung (ausfiihrlich):

Gesucht ist das 1,960-Intervall np - 1,96 np(1- p)<x<np+ 1,96 np(l- p)

Teilt man die Ungleichungskette durch n, so rechnet man mit rel. Haufigkeiten h und erhélt:

p-196 /PP X oy 96 [PU7P)
n n n

Stellt man h=X/n in Abhédngigkeit von p dar, so ergibt sich ein ,,Ellipsendiagramm* :

& XIn
& Die waagerechte Gerade ist die zur relativen
0] Haufigkeit h=x/n=163/481 = 0,3389 gehdrige .
087 Schneidet man die Ellipse mit dieser Geraden,
= so erhdlt man die Intervallgrenzen:
[ Man erhiélt fiir das Beispiel: [ 0,298 ; 0,382 ]
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Zu 4) n=3000 und x=468. Es ergibt sich das Intervall [ 0,143 ;0,169 ].
Da die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer 6 bei ca. 0,167 liegt und dieses Ergebnis im
Konfidenzintervall enthalten ist, gibt es keinen Hinweis darauf, dass der Wiirfel gezinkt ist !




Notwendiger Stichprobenumfang n

Es interessiert noch die Frage, wie grof3 der Stichprobenumfang mindestens sein muss, wenn man eine
Erfolgswahrscheinlichkeit p auf d% (z.B. 2%) genau schitzen will. D.h. Man gibt vor, dass x/n (Stich-
probenergebnis/Stichprobenumfang) maximal d% vom wirklichen Wahrscheinlichkeitsanteil in der
Gesamtheit abweichen soll.

Dazu ein Beispiel:

Man will bei einem Wiirfel die Wahrscheinlichkeit p% fiir die Augenzahl ,,6* mit einer Genauigkeit von
2% schétzen. Das heil3t, dass das Stichprobenergebnis x um hochstens 2% (von n) vom Erwartungswert p
fiir das Auftreten der ,,6 abweichen darf. Die Sicherheitswahrscheinlichkeit fiir die Schédtzung betrage
95%. Gesucht ist das fiir die Abweichung von 2% notwendige n (Stichprobenumfang) .

Damit man einen Eindruck von den Abweichungen bekommit, sind in der folgenden Grafik konkrete Werte
fiir n (3000) und x (530) vorgegeben:
P(¢k)  n-3000  p0-0.167 U-500.00 o-20.41 1.96.0-40.0
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Rechnet man nach, so gilt hier: x —pu =530 — 500 = 30 und dies ist < 40 = 1,960 < 60 = 2% von 3000.
Demnach ist in diesem Beispiel das n so gro3 gewéhlt, dass x — p < 2% von n ist.

Losgeldst von den Zahlenbeispielen zeigt die Grafik folgendes (vorausgesetzt ist immer, dass das Stich-
probenergebnis x innerhalb der 95% - Umgebung bzw. 1,960 — Umgebung von p liegt):

Liegt das Stichprobenergebnis x rechts von y, so gilt:  x—p < 1,960 .

Liegt das Stichprobenergebnis x links von p, so gilt:  |x — | < 1,960 .

Es geniigt daher, die Abweichung x-p bzw. [x — | durch 1,960 zu ersetzen !

Als Ansatz fiir die Genauigkeit von d% erhélt man demnach: 1,960 < d% [h

Setzt man jetzt die Formel fiir 0 ein und 16st nach n auf, so ergibt sich eine Ungleichung fiir n in
Abhingigkeit von p:

1
1960 < d%Ch 0 1,96/np(1-p) ¢ d%m [0 é?f&l/p(P p)<n
0

96 pi ) < = s 0 pi- pys n

d/100

Vertauscht man jetzt noch die Seiten, so ergibt sich bei einer 95% - Sicherheitswahrscheinlichkeit

n2 (%)Zupm- G




1
Beispielrechnung fiir eine Genauigkeit von 2% und p= 6

196

1 1
n> (—)*0=01- -) = 1333,9
(2)6D( 6)

Also muss man mindestens einen Stichprobenumfang von 1334 wihlen, damit man bei dem oben
angegebenen Wiirfel die Wahrscheinlichkeit fiir die Augenzahl ,,6* mit einer Genauigkeit von 2% schitzen
kann.

Obige Formel (*) kann man auch grafisch (als Gleichung) darstellen:
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Interpretation der Grafik ?

Hinweis:

Liegt keine Schitzung fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit p vor (und dies ist meistens der Fall), so geht man
von p=0,5 aus. Warum ?

Eine Schitzung konnte z.B. bei einer Wahlprognose vorliegen, wenn man aus Erfahrung weil, dass eine
Partei immer auf ca. 5% der Stimmen kommt .



