Linksinverse Rechtsinverse Pseudoinverse Matrix Ac 2020

Linksinverse und Rechtsinverse einer Matrix A

Def.: Gegeben sei eine (m, n) - Matrix A.
Eine (n, m) - Matrix X heil3t Linksinverse von A, wenn gilt: XA =Ej.
Eine (n, m) - Matrix X heifl3t Rechtsinverse von A, wenn gilt: AX =Ep, .

Beispiel (3.2)-Matrix : A= rang(A) = 2.

W B~ =
N oW o~

Ansatz fur die Rechtsinverse von A :
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Dies ergibt 9 Gleichungen mit 6 Unbekannten a, b, c, d, e, f:

rref: In der 3.Zeile von unten steht
-a ein Widerspruch 0 =1.

Daher hat das System keine
Losung !
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Folgerung: Es gibt keine Rechtsinverse flir A!



Ansatz fur die Linksinverse von A:

1 1
a b c 1 0 a+4b+3c a+3b+4c 1 0
14 3|= = - PN
d e f - 0 1 d+4e+3f d+3e+4f) |0 1
a b ¢ d e -f|-1 Nach Anwenden von rref folgt: | Daher gibt es 4 Bedingungen:
1 43 0 0 01 a b ¢ d e -f|-1
1 34 0 0 010 1 0 7 0 0 0]-3 2+7c?-3
-C:
000 1 4 3]0 o 1 -10 00 d+7f=4
0 0 0 1 3 4]1 0 0 1 0 7|4 e-f=-1
0 0 0 1 -1|-1

Es gibt demnach beliebig viele Moglichkeiten fur die Linksinverse:

ZB.: x- -3 b0 oder x_— -0 2 D yew,
4 -1 0 -3 0 1

(-3+4 -343) (1 0
“l4-4 4-3) o 1) qed.

W =

Satz: Eine (m,n) - Matrix A hat
- mindestens eine Linksinverse, wenn gilt: rang(A) = n

- mindestens eine Rechtsinverse, wenn gilt:  rang(A) = m




Eine Rechtsinverse existiert hier nicht, wohl aber eine Linksinverse.

Ansatz fur die Linksinverse von A:

Weiteres Beispiel (4 . 3 ):
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9 Gleichungen mit 12 Unbekannten:

LGS:

1

1

1

i

a b c d e f g h
0 2 00 0 0 O0O0O0O O

1

2

1
1

0 0 0 0 00O Oj0]0

-1
-1

1

00 0 0 00O OjO]0O

1

3 0 2

0 2 000 0|00 0 O0 O

1

1
1

00 0 O

0 0 0 O

-1
-1

00 0 0 2

000 O0(0OjOO0OO0O O OO
1

000 0 3 0 2

0 210{0 0 0 0 O O O

1

1
1

000 0 OO0 O0 O

-1{0 /0 00 0 O O O

-1

000 0 OO0 0 0 2

000 0 0 O0 O O 3 0 2

9 Bedingungen fur beliebig viele Losungen:
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Maogliche Linksinverse von A:



Pseudoinverse A" einer Matrix A Ac 2020

Def.: Gegeben sei eine (m,n) - Matrix A .
Dann gibt es stets eine eindeutig definierte Pseudolnverse A" von A mit:
A-A"-A=A A A"-A-A" = A"
Wir unterscheiden 3 Falle:

1) Die Spalten von A sind linear unabhingig:
Danngilt: A" =(AT-A)"- AT

Folgerung: A*-A=E (A+ ist Linksinverse von A)

2) Die Zeilen von A sind linear unabhangig:
Danngit A" =AT- (A-AT)T

Folgerung: A- A'=E (A+ ist Rechtsinverse von A)

3) Weder die Zeilen noch die Spalten von A sind linear unabhangig:

Es existieren dann weder (AT- A)'1 noch (A-AT)'1 :
Daher missen andere Formeln verwendet werden (z.B. Greville-Algorithmus; s.u.)

Beispiel zum Fall 2): A :[2 b2 }

0 -3 -6

4 2 4
A"-A=|2 10 20 | istsingulir, also nicht invertierbar

4 20 40
A-A" = ) —15] ist invertierbar : (A-A")™ =(1/4 l/l2j

-15 45 1/12 1/20

/2 1/6
Die Pseudoinverse ist dann: A"=A"-(A-A")"'=| 0 -1/15
0 -2/15

Dass A" Rechtsinverse von A ist, beweist das Produkt:

1/2  1/6

2 1 2 1 0
A-AT= 0 -1/15|= =E
0 -3 -6 0 0 1

-2/15



1 -1 2 0
Beispiel zum Fall 3) - L6sung hier mit Skelettierung: A=l-1 2 3 1 Rang r=2.

0 I -11

Hier sind die Zeilen linear abhangig (l.a.), denn es gilt: Zeile3 = Zeile1 + Zeile2 .

Auch die Spalten sind linear abhangig: Spalte4 = 3-Spalte1 - Spalte2 - 2-Spalte3 .

Daher existiert weder die Inverse von A'- A noch diejenige von A AT

Folgende Vorgehensweise ( "Skelettierung" von A ) liefert die Pseudolnverse:

Zerlege A in das Produkt B-C mit B = (A1. .Ar); A1... Ar sind die ersten I Lu. Spalten von A..

1 -1 2 0) (1 -1
Ansatz fir r=2: A=|-1 2 =3 1|=|-1 2 (c“ Ci2 Ci3 CMJ
0 1 -1 1 0 1 Cy Cypn Gy Cy
1 -l 1 1 -1 -1
Dies fithrt auf 4 LGSe : | -1 2 (C“]:Al =l -1] ; 1 2 (Cn]:Az _| usw.
0 1 el 0 0 1 Cn 1

1 0 1 1
Hat man alle S bestimmt, so ergibt sich die Zerlegung A =| -1 2 [ j

0 1 -1 1
0
Mit den ermittelten B und C gilt: A*=c*-B* = clic-c")y"-(B"-B)"-BT
1/3 0
30 1/3 0 0 1/3
c-C'= (cCH'= = C'=C(CChH'=
0 3 0 1/3 1/3 -1/3
1/3 1/3
2 -3 2 1] 1 0 1
BT B: (BT 'B)_l — = B+ — (BT ‘B)_] ‘BT —
3 6 1 2/3 1/3 1/3 2/3
1/3 0 /3 0 1/3

= A =C'.B'= =
1/3 -1/3|\1/3 1/3 2/3) |2/9 -1/9 1/9

1/3 1/3 4/9 1/9 5/9

0 1/3 (1 0 1}_1/9 1/9 2/9

Im Gegensatz zu den Fallen 1) und 2) gelten hier;: A*-A #E A A-A"#E A A-A"# A™-A

Die Skelettierung ist fur eine Computer-Programmierung nicht sehr geeignet !

In der Praxis verwendet man daher die "Singularwertzerlegung” oder den "Greville-Algorithmus™ .



Algorithmus von GREVILLE zur Berechnung von A :

Gegeben sei die (m, n)-Matrix A ; m Zeilen und n Spalten :
ax = Spaltenvektor = (m, 1)-Matrix; k-te Spalte von A

A« = (a4, ..., ax) ist die von den ersten k Spalten von A gebildete Untermatrix,
wobei A1=a1 , An=A

dk, Ck, bk, Bk, A werden dann nach folgendem Algorithmus erzeugt :

Algorithmus:

falls a; = 0-Vektor ; Spaltenvektor mit m Zeilen; (m, 1)-Matrix
dann A:" = 0-Vektor ; Zeilenvektor mit m Spalten; (1, m)-Matrix
sonst As* (=as*)=a¢"/(ai"-a1) ; Nenner = Skalarprodukt as*ai !

fur k von 2 bis n wiederhole

bestimme ay
dk = Ak ax
dk = (k-1, 1)-Matrix fiirk > 2 ( 1- elementige Matrix fiir k = 2)

bestimme Ak-1 ; Ak-1 = ( di1 Az ... Ak-1 ) = (m, k-1)-Matrix
Ck =ak-Ax1-de; Ck = (m, 1)-Matrix

falls ck # 0-Vektor
dann bx = ¢«* ; gemaR ¢ = ¢ c)t-c’ bzw. ¢*=¢" (c-c")?
sonst by = (1 + di' dk)_1' de" - Aka® 5 by = (1, m)-Matrix

Bk = Acq" - di - bx ; Bk = (k-1, m)-Matrix

Alt :[51‘} ; AE = (k, m)-Matrix ; A" = Al =@, m)-Matrix
k

Der Algorithmus erlaubt eine vollstandige Rechnung mit Bruchzahlen !



Beispiel: (1 11
A [2 2 2]

el _ (09 (12)

' al-a (i 2)‘@]_1'1+2-2 5

d,=At-a,=(0,2 0,4).@ =0,2:140,4-2=1

A -d, =£;} -1 =(;j = a,, daher b, mit alternativer Formel berechnen:

b2=(1+d§-d2)—1-d§-Al+=(1+1-1)—1-1-(0,2 0,4)=%-(0,2 0,4)=(0,1 0,2)
B,=A[-d,-b,=(0,2 0,4)-1-(0,1 0,2)=(0,1 0,2)

B
Wir erhalten: AJ2r =[ 2J=(
bz

0,1 0,2)(1)_(0,5
de;af[o 10 2}'{2} - [0 sj

A2 -d3 =(; ;J . £8,§] = {;} = a,, daher b3 mit alternativer Formel berechnen:

0,1 0,2
0,1 0,2

b= T = 04(05 030305 05){g) 3] -

(1+0,5)"-(0,1 0,2)2%.(0,1 092):(i 13)

A+ 4w _(0102) (0,5)(1 2)_(01 0,2 |30
Bi=A2d; b3‘{0,1 0,2] [0,5] (15 15]‘{0,1 o,zj 1

= Gl=
=Gl
[0 Gl

(8)
()
[E—
()]
[a—
()]
[E—y
[9)]

Das Ergebnis ist also: A" = A7 =

p— p— p—
u]|’—‘m|_‘m|’—‘
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Ein Beispiel (Greville-Alg) mit OCTAVE durchgerechnet:

>> format rat
>>A=[1113;2222;3335]
A:

WN =

1
2
3

WN =
AN W

>> a1=A(:,1)
al=

1
2
3

>> A1p=al/(a1™al) % A1p=A1+
Alp =
114 17 314

>> k=2;
>> a2=A(:,2)
a2 =

1
2
3

>> d2=A1p*a2
d2 =1

>> A1=A(,[1])
A1l =

1
2
3

>> c2=a2-A1*d2
c2 =

0
0
0

>> b2=(1+d2™*d2)*1*d2"*A1p
b2 =
128 114  3/28

>> B2=A1p-d2*b2
B2 =
1/28 114 3/28

>> A2p=[B2;b2]

A2p =
1/28 114 3/28
1/28 114 3/28

>> k=3;
>> a3=A(;,3)
a3 =

1
2
3



>> d3=A2p*a3
d3 =

1/2

1/2

>> A2=A(,[1 2])
A2 =
1 1
2 2
3 3

>> c3=a3-A2*d3
c3=

0
0
0

>> p3=(1+d3"d3)"-1*d3"A2p
b3 =
1/42 1/21 114

>> B3=A2p-d3*b3

B3 =
1/42 1/21 114
1/42 1/21 1714

>> A3p=[B3;b3]

A3p =
1/42 1/21 114
1/42 1/21 114
1/42 1/21 114

>> k=4;
>> a4=A(:,4)
a4 =

3

2

5

>> d4=A3p*ad
d4 =
11/21
11/21
11/21

>> A3=A(,[1 2 3])
A3 =

1 1
2 2
3 3

WN =

>> c4=a4-A3*d4
c4 =

10/7

-8/7

217

>> b4=pinv(c4)
b4 =
5/12 -1/3 112



>> B4=A3p-d4*b4
B4 =
7136 219 1/36
736 219 1/36
736 219 1/36

>> Adp=[B4;b4] % Adp = A+ ist die Losung
Adp =

-7/36 2/9 1/36

-7/36 2/9 1/36

-7/36 2/9 1/36

5/12 -1/3 112

>> Aplus=pinv(A) % zur Kontrolle
Aplus =

-7/36 2/9 1/36

-7/36 2/9 1/36

-7/36 2/9 1/36

5/12 -1/3 112

>>



Beispiele fur Pseudolnversen A+ von A mittels pinv(A) - MATLAB / OCTAVE

Beispiel 1:

format rat
A=[1 -1 2 0;-12 -31;0 1 -1 1]
A =

1 -1 2 0

-1 2 -3
0 1 -1 1

=

Aplus = pinv(A)
Aplus =
1/3 0 1/3
1/9 1/9 2/9
2/9 -1/9 1/9
4/9 1/9 5/9
A*Aplus
ans =
2/3 -1/3 1/3
-1/3 2/3 1/3
1/3 1/3 2/3
Aplus*A
ans =
1/3 0 1/3 1/3
0 1/3 -1/3 1/3
1/3 -1/3 2/3 0
1/3 1/3 0 2/3
Beispiel 2:

B=[1 1;2 2];
B =

1 1
2 2

>> Bplus=pinv(B)

Bplus =
1/10 1/5
1/10 1/5



Beispiel 3: Interessantes Beispiel: Nullmatrix !

N=[0 © 0;0 0 0];
N =
0 %] 0
0 0 0
>> Nplus=pinv(N)
Nplus =
0 0
0 9]
0 %]
Beispiel 4:
A=[1 11 1;2 2 2 2;3 3 3 3];
>> A
A =
1111
2222
3333
>> format
>> Aplus=pinv(A)
Aplus =
0.0178571 0.0357143 0.0535714
0.0178571 0.0357143 0.0535714
0.0178571 ©.0357143 0.0535714
0.0178571 0.0357143 0.0535714

>> format rat

>> Aplus

Aplus =
1/56 1/28 3/56
1/56 1/28 3/56
1/56 1/28 3/56

1/56 1/28 3/56



