Matrizen - Algorithmen Ac 2017-2020

Matrizen sind Tabellen mit ze Zeilen und sp Spalten .

Man kann mit ihnen Operationen durchflihren, die in verschiedenen Bereichen benétigt werden
(z.B. Ldésen von Linearen Gleichungssystemen).

a1 1 a'12 e a1 ;Sp
a a eer A,
A=| 2 22 ZSP | it a, € R isteine (ze;sp)-Matrix. Schreibweise: A= (a,)
a'Ze;l aze;2 aZCQSP
Die Addition A+B :

Bei der Addition addiert man jedes ai zu dem entsprechenden by .

Beispiel:
—4 3 11y(2 0 -3) (-4+2 3+0 11-3) (=2 3 8
1 0 1)l5 -1 4) 145 0-1 1+4) |6 -1 5

Die Multiplikation A-B :

Aist eine (m, n) - Matrix, d.h. sie hat m Zeilen und n Spalten .
B ist eine (n, p) - Matrix, d.h. sie hat n Zeilen und p Spalten .
Die Produktmatrix A - B sei C. Es wird sich zeigen, daf3 C eine (m, p) - Matrix ist !

Multiplikationsregel :
1. Lege die i-te Zeile von A auf die k-te Spalte von B.
2. Multipliziere aufeinanderliegende Elemente miteinander.
3. Die Summe dieser Produkte ( ,Skalarprodukte® ) ist dann das Element ci .
4. Wiederhole die Schritte 1 bis 3 fur ivon 1 bis m und fur kvon 1 bisp!
Beispiel:

1 0
[—4 3 11] S _(—4-1+3-(—2)+11-4 —4-0+3-1+11-(—3)j_(34 —30)
4

1 0 1 3 1-1+0-(-2)+1-4 1-:0+0-1+1-(=3) 5 3

Die skalare Multiplikation r -A (rreell) :
Bei der skalaren Multiplikation mutipliziert man jedes aix mitr .

Beispiel:

; —4 3 11} (3:(-4) 3:3 311} (-12 9 33
1 o 1) (31 30 31/ |3 0 3



Die Einheitsmatrix E ist das neutrale Element der Multiplikation ; E muss quadratisch sein !

1 O ves 0 ESgIlt A-E=E*-A=A
E= 01 .. 0 A muss nicht quadratisch sein, aber die Dimensionen von E und E*
missen so gewahlt werden, dass in beiden Fallen eine Multiplikation
0N moglich ist.
0 0 .. 1
1 0 0
Beispiel: 2 1 0 Lo
eispiel: A = e-lo 1 o -
oot 0 1
0 0 1

Die Nullmatrix N ist das neutrale Element der Addition ; N muss nicht quadratisch sein !

0 0 0 Esgilt A+N=N+A=A
N = 0 0 .. 0 A muss nicht quadratisch sein, aber die gleiche Dimension wie N haben,
L damit in beiden Féllen eine Addition mdglich ist .
0O 0 .. 0

Anmerkung: Bei Matrizen gibt es sog. ,Nullteiler, d.h. A-B=NmitA#NundB #N .

0 I)(1 1 0 0
Ein einfaches Beispiel: . =
o Mo oo o

Gabe es Nullteiler bei reellen Zahlen a, b, so ware a-b=0 mita # 0 und b # 0 mdglich !!

Die Transponierte AT entsteht durch die Vertauschung von Zeilen und Spalten der Matrix A .

30
_— 3 -1 2
Beispiel: A= (O 4 lj . Dannist A' =| -1 4|. Man spiegelt also an der Hauptdiagonale !
2 1

Die Spur sp(A) ist die Summe der Hauptdiagonalenelemente der quadratischen Matrix A .

-5 4 2
Beispiel  A=| 3 3 5|. Dannist splA)= -5+3+1= -1
4 2 1

Der Rang rg(A) einer Matrix A ist die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von A.
Dies spielt z.B. eine Rolle bei der Existenz von Lésungen bei Linearen Gleichungssystemen.

1 1
ZB. istderRangvon 4=|4 3| gleich2, denn firz.B. den untersten Zeilenvektor [3 ; 4] gilt:
3 4

[3;4]1=7[1;1]1-[4;3]1=[7;7]-[4;3]; daheristervon den ersten beiden Zeilenvektoren linear abhangig !

Der Rang lasst sich bequem mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren (s. unten) berechnen .



Lineare Gleichungssysteme (LGSe) :

Il
o

lx, -5x, +7x,
Beispiel: Zu losen ist das LGS 4x, -19x, +27x, =0
=2x, +13x, -lébx; =-1

I -5 7 X, 2
Hierfur kann man mittels Matrizen folgendes schreiben: 4 -19 27 ||x,|=| 0

2 13 -16)|x ) -1

Kurzschreibweise: A4-X =b oder noch kiirzer A|5

1 -5 7
A= 4 =19 27 | nenntman Koeffizientenmatrix und
-2 13 -16

1 -5 7 | 2
A| b=|4 =19 27 | 0 erweiterte Koeffizientenmatrix .
-2 13 -16 | -1

Man I6st ein solches LGS mit dem GauR-Algorithmus bzw. GauB-Jordan-Algorithmus:
Ziel ist dabei zunéachst die Erzeugung einer sog. Zeilen-Stufenform bzw. row echelon form ( ,ref “) .

1.Schritt: Subtrahiere das 4-fache der 1. Zeile von der 2. Zeile.
Subtrahiere das (-2)-fache der 1. Zeile von der 3. Zeile.

1 -5 7 | 2
Ergebnis: 0 1 -1 | -8].Inderersten Spalte stehen in 2 Zeilen Nullen.
0 3 21| 3

Jetzt muss in der letzten Zeile aus as; = 3 eine 0 gemacht werden.
Dazu subtrahiert man das 3-fache der 2.Zeile von der 3.Zeile .

1 -5 7 | 2
Ergebnis: 0 1 -1 | -8|. Diesistdie gewlinschte Zeilen-Stufenform (ref) ; GauB-Alg.
0 0 1 | 27

Aus der 3.Zeile liest man sofort die Lésung xs= 27 ab.
Durch ,Rickwartseinsetzen“ von unten nach oben ermittelt man die restlichen beiden Lésungen.

Insgesamt erhalt man so die reduzierte Zeilen-Stufenform bzw. reduced row echelon form ( ,rref “)
Der Algorithmus zum Erreichen der ,rref* hei3t Gau-Jordan-Algorithmus !

1 -5 7| 2
Addition der 3.Zeile zur 2.Zeile liefert |0 1 0 | 19 | .Alsoist xe=19.
0O 0 1] 27

In der 1.Zeile missen noch die beiden Elemente -5 und 7 zu 0 gemacht werden.

Dies erreicht man durch 2 Schritte:



1 0 71| 97
Subtraktion des (-5)-fachen der 2.Zeile von der 1.Zeile: [0 1 0 | 19
0 0 1| 27
I 0 0] —-92
Subtraktion des 7-fachen der 3.Zeile vonder 1.Zeile: | 0 1 0 | 19 | reduzierte Zeilen-Stufenform (rref)
0 0 1| 27

Schlieflich erhalt man noch x;=-92 .

Spaltenpivotisierung:

Das Verfahren der Zeilenstufenformerzeugung muss erweitert werden, denn das Diagonalelement, durch das
dividiert wird, hat nicht immer einen von 0 verschiedenen Wert . Z.B. kann gelten: a1 =0 .

Man sucht dann in der zugehorigen Spalte (hier: Spalte 1) ein Element ungleich 0. Findet man dies in der i-ten
Zeile, so vertauscht man die beiden Zeilen (hier: 1 und i ). Dabei sucht man aus Griinden der numerischen
Stabilitat das betragsgréte Element der betreffenden Spalte heraus (sog. ,Pivot* ).

Pivot: franz.: Drehpunkt; Angelpunkt; das Element, welches als erstes gewahlt wird

8

0 |
Beispiel: | 1 | 16 | In Spaltel ist 2 das betragsgrofite Element; also Tausch der Zeilen 1 und 3.
2 |

A O =
S W» N

10

| 10
| 16 | - Anschlielend werden in der 1. Spalte unterhalb der 2 Nullen erzeugt.
|

8

S = N
- o &
N O O

2 4 010
-2 511 Schlie3lich muss noch die 1 in Zeile3 zu Null gemacht werden.

0 1 21 8

2 4 0 | 10
Man erhélt durch entsprechende Umformungen die Stufenform : 0 =2 5 | 11

0 0 45135

Weitere Vorgehensweise zur Losung des LGS:

Man dividiert die letzte Zeile durch 4,5 ( die Losung xs; = 3 kann man hier schon erkennen) .
Nun subtrahiert man das 5-fache dieser Zeile von Zeile2.

2 4 0110
Zwischenergebnis: |0 -2 0 | -4
0 0 1] 3

0 0] 2 1 0 0] 1
-2 0| -4/ Durch entsprechende Divisionen erhaltman: [0 1 0 | 2
0 1] 3 0 0 1] 3

Die Lésungen sind also x1=1; x2=2; x3=3 .



GauB-Jordan-Algorithmus fir eine Koeffizientenmatrix (ai) mit ze Zeilen und sp Spalten
PSEUDOCODE:

(1) Erzeugung der Zeilenstufenform:

fiir spalte von 1 bis ze tue

falls aik[spalte,spalte] = 0
suche betragsgroBtes Element a[zmax,spalte] in der Spalte //Maximumsuche
falls a[zmax,spalte] = 0

dann Abbruch (Matrix singular)
vertausche Zeilen mit den Nummern zeile und zmax

fir zeile von spalte+l bis ze tue
faktor = aik[zeile,spalte] / aik[spalte,spalte]
fir j von spalte+l bis sp tue
aik[zeile,j] = aiklzeile,j] - aik[spalte,j] * faktor
aik[zeile,spalte] = 0

(2) Ruckwartssubstitution:

// erst alle Diagonalelemente auf 1 bringen
flir zeile von 1 bis ze tue
fir spalte von sp ab bis zeile tue
aik[zeile,spalte] = aik[zeile,spalte] / aik[zeile/zeile]

// dann ricksubstituieren
fiir spalte von ze ab bis 2 tue
fiir zeile von 1 bis spalte-1 tue
fir j von sp ab bis spalte tue
aik[zeile,j] = aik[zeile,j] - aik[spalte,j] * aik[zeile,spalte]

Warum wahlt man das betragsgrofite Element einer Spalte als Pivot ?

Wenn das Pivotelement sehr klein wéare, kdnnten gro3e numerische Fehler entstehen, wie das folgende
Beispiel zeigt. Zunachst wird die exakte Ldsung ermittelt:

e 1 | 1 1 1/¢ | 1/e 0 1-1/¢ | 2-1/¢ 0 1-1/¢ | 2-1/¢
- - -
1 1] 2 11 | 2 1 1 ] 2 1-1/¢ 1-1/¢ | 2-2/¢

0 1-1/¢ | 2-1/¢ IR 01 | 2-1/¢)/(1-1/¢) IR 1 0 | 1/(1-¢)
1-1/¢ 0 | -1/¢ 1 0| -1l/e/(d-1/¢) 0 1 | (I-2&)/(1-¢)

107 1 ] 1
Far { | | : 2} misste man bei Verwendung von 15 Stellen folgende Ergebnisse erhalten:

x1 = 1/(1-10'¢) = 10000000000000000 / 9999999999999999 = 1,000000000000000100...

X2 = (1-2-107%) / (1-107®) = 9999999999999998 / 9999999999999999 = 0,999999999999999899...

Mit Spaltenpivotisierung liefert Java7 die Ergebnisse: 1.0000000000000009 und 0.999999999999999.

Ohne Spaltenpivotisierung: 2.0 (falsch!) und 0.9999999999999998



Weitere Beispiele fir Lineare Gleichungssysteme (mit Losungen ) :

2 | 21 1 0 011

4 | 25| — 01 02 Die Losungensind x1=1; x2=2; x3=3 .

10 | 23 0 0 113

1 1 206 1 0 3]0

11 219 — 0 1 -1 0| Widerspruch 0=1 in der letzten Zeile ! Die L6sungsmenge ist leer.
1 2 1|8 0 0 0 |1

I -1 2] 6 1 0 38

3 3 -6 | -I8 — 01 1]2 In der letzten Zeile stehen ausschlief3lich Nullen.

10 3| 8 00 0|0

Es entsteht die Identitdt 0 = 0 . Dies bedeutet, dass 2 Zeilen des Systems linear abhangig sind.
Das LGS besitzt daher unendlich viele Lésungen (x1+3x3=8 und X, +x3=2)!

Unterbestimmte Systeme (weniger Gleichungen als Unbekannte):

Im Allgemeinen existiert keine eindeutige Losung, sondern es gibt Abhangigkeiten zwischen den Variablen.

X
4 1 2 : 2550 4 1 2| 2550 11 0 1 | 3900
1 x, |= = =
I 35 3750 1 3 5| 3750 0 11 18 | 12450
x3
Hier gibt es unendlich viele Lésungen mit:  11x,;=3900-x und 11x,=12450-18x;

Uberbestimmte Systeme (mehr Gleichungen als Unbekannte):

Im Allgemeinen existiert keine eindeutige Losung, sondern es entsteht ein Widerspruch, wie das folgende
Beispiel zeigt:

.xl .x2 .l .xl .x2 .1
3 2 24 3x1 + 2x2 24 m 1 0 0
Beispiel: 1 2 Bl 17| | x+2x, |=|17| & rref =
X, 1 2 17 1 0
0 4 35 4x, 35
0 4 35 0 0 1
In der letzten Zeile ergibt sich der Widerspruch (0 = 1) . Also gibt es keine Lésung !
Ein besonders interessantes Uberbestimmtes System fir 2 Grof3en x; , x. ist das folgende :
48 60 | 2220 48 60 | 2220 48 60 | 2220 48 60 | 2220
16 21 | 765 0 I | 25 0 1,75 | 43,75 0 1,75 | 43,75
- - -
29 38 | 1385 0 1,75 | 43,75 0 I | 25 0 0 | 0
23 30 | 1095 0 1,25 | 31,25 0 1,25 | 31,25 0 0 | 0

Obwohl sogar 3 Zeilen linear abhangig sind, gibt es hier eine eindeutige Losung.
Die 2.Zeile liefert x, = 25 und aus der 1.Zeile ermittelt man durch Einsetzen x, = 15..



JAVA-Implementierung des GaulRschen Algorithmus: ,ref* bzw. ,rref* bzw. ,LR-Zerlegung(siehe unten)®

public static double[][] ref(double[][] matUr, boolean LR, boolean pivot, boolean rueckSubst) {
int zeM = matUr.length; // Zeilenzahl von matUr
int spM = matUr[@].length; // Spaltenzahl der ©. Zeile von matUr
if (LR && zeM != spM)
throw new IllegalArgumentException("Matrix muss quadratisch sein I");

// deep copy; matUr soll nicht verandert werden !
double [][] mat = new double[zeM][spM];
for (int ze = 9; ze < zeM; ze++)
for (int sp = ©; sp < spM; sp++)
mat[ze][sp] = matUr[ze][sp];

double faktor, tmp, merke;

for (int sp = ©; sp < zeM; sp++) {
// suche betragsgroBtes Element(Pivot) in Spalte sp ab Zeile Nr. sp
double max = Math.abs(mat[sp][sp]l);
int zeMax = sp;
if (pivot || max == 0.0) {
for (int ze = sp + 1; ze < zeM; ze++) {
tmp = Math.abs(mat[ze][sp]);
if (tmp > max) {
max = tmp;
zeMax = ze;

}
} // for ze
}

if (mat[zeMax][sp] == 0.0)
if (zeM = spM)
return mat;
else
throw new NumberFormatException("Matrix ist singular !");

if (sp != zeMax) { // tausche Zeilen sp und zeMax
for (int j = 0; j < spM; j++) {
merke = mat[zeMax][j];
mat[zeMax][j] = mat[sp][]];
mat[sp][j] = merke;

}

// fiir alle Zeilen unterhalb des Pivotelements:

for (int ze = sp + 1; ze < zeM; ze++) {
// fir alle verbleibenden Elemente in der Zeile
faktor = mat[ze][sp] / mat[sp][spl;

for (int j = sp + 1; j < spM; j++)
mat[ze][j] = mat[ze][j] - mat[sp][j] * faktor;

// setze das am linken Rand stehende Element = © (bzw. = faktor)
if (LR)
mat[ze][sp]

faktor;
else

mat[ze][sp] = 0.0;

} // for ze
} // for sp

if (rueckSubst) { // Ricksubstitution
// erst alle Diagonalelemente auf 1 bringen
for (int ze = 0; ze < zeM; ze++)
for (int sp = spM - 1; sp >= ze; sp--)
mat[ze][sp] = mat[ze][sp] / mat[ze][ze];
// dann riickwartsrechnen
for (int sp = zeM - 1; sp >= 1; sp--)
for (int ze = 0; ze <= sp - 1; ze++)
for (int vglSp = spM - 1; vglSp >= sp; vglSp--)
mat[ze][vglSp] = mat[ze][vglSp] - mat[sp][vglSp] * mat[ze][sp];
}
return mat;
} // Ende ref



Die Determinante det (A) :

Die Determinante det (A) = | A | ist eine reelle Zahl, mit der man feststellen kann, ob das LGS 4-X =b
eindeutig I6sbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn det(A) = 0 gilt . A muss quadratisch sein !

al 1 a12

Fir eine (2,2)-Matrix gilt folgende Formel : =a,, Ay —a,  ay,

a21 a22
Fir (n,n)-Matrizen mit n>2 kann man die Determinante durch Entwicklung nach der k-ten Zeile berechnen :

i+k

det(A)= z (=1) " -a, -det(4,) Laplacescher Entwicklungssatz
i=1

Eine (3,3)-Matrix lasst sich somit auf (2,2)-Matrizen zurlickfihren (z.B. Entwicklung nach der 1.Zeile):

ay, Ay a, Ay ay A4y
Ay Gy Ay =4y a, +a;-
a;, Ay a;;  ds a; 4y
ay 4z Ay
-4 -3 2 =3 2 -4
Beispiel: | » 4 _ =_4,‘ ) 7‘_ ‘5 7+5,‘5 2‘=
5 2 -7

4 (=4 (1) = (53)-(-2) =3+ 2+ ()= (-3)-5) +5- (2-(-2)~(~4)-5)=
—4-(28-6)—3-(-14+15)+5-(<4+20)=—4-22-3+5-16=—88 -3+ 80=—11

Auf diese Weise kann man (n,n)-Matrizen auf (n-1,n-1)-Matrizen zurlckfiihren und somit bis auf (2,2)-
Matrizen ,herunterrechnen® . Jedoch ist der Rechenaufwand fiir grof3e n sehr hoch.

Besser geeignet ist die Methode der Verdichtung , die an einem (3,3)-Beispiel verdeutlicht werden soll.

Folgende Regeln werden angewendet:

— Multiplikation einer Zeile mit r bedeutet eine Multiplikation von det(A) mitr .
— Vertauschen zweier Zeilen bedeutet eine Multiplikation von det(A) mit -1 .
— Differenz oder Summe von Zeilen hat keine Auswirkungen auf det(A) .

-4 3 5 4 3 5 -4 3 5

Beispiel: | » _4 —3|-(-4) :%. -8 16 12:%. 0 10 e
5—2—7-(—4)( —20828()0—73()

10 2
s -

~0,25-(10-3-2-(=7)) = —0,25-44 = — 11

Das Verfahren funktioniert wie der Gauf3sche Algorithmus, und auch hier muss mit Pivots gearbeitet werden.

Man sieht, dass in Spalte1 alle Elemente auller des ersten auf 0 gebracht werden.
Nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz (s.0.) sind dann 2 der 3 Unterdeterminanten 0,
so dass man zur Lésung nur die restliche Unterdeterminante bendtigt .



Die Inverse Matrix A" bzw. (besser!) A' :

Fir die Inverse A' einer Matrix A gilt der Ansatz: A -A'=A'- A=E (E = Einheitsmatrix; s.u. ). Nur fiir
quadratische Matrizen A kann eine Inverse existieren, andernfalls waren die o.a. Multiplikationen unmdglich !

Ist die Determinante von A =0, so ist A nicht invertierbar.

Invertierbare Matrizen heil3en regulér, nichtinvertierbare singulér .

11 a b c
Beispiel 1: 4=|3 2 2 Gesuchtist 4' =|d e f
1 2 g h i
21 I\(a b c I 00
Ansatz: |3 2 20|d e f|=|0 1 0
1 1 2)\g h i 0 0 1
211100
Die reduzierte Koeffizientenmatrixistdann: |3 2 2 o0 1 0
1 120 0 1
1 00 2 -1 0
Wendet man den GauR-Algorithmus an, soerhéltman |g 1 0 —4 3 —1]|-
001 1 -11
2 -1 0
Esgiltdaher |4/ —=|_4 3 —1|| (diegesuchte Inverse vonA)
I -1 1
Man kann {berpriifen, dass A - A'=A'- A=E gilt.
48 60 2220 48 60 2220 1 0 O
Beispiel 2: A=|16 21 765 | WegenA-A'=Efolgt [16 21 765 0 1 0
29 38 1385 29 38 1385 0 0 1

1 0 15 0 -38 21
Der GauB-Algorithmus liefertdann: | 1 25 0 29 -16

0 0 0 1 84 -48

Hier entsteht in der linken Halfte der erweiterten Koeffizientenmatrix nicht die gewilinschte Einheitsmatrix E .

Daher gibt es keine Inverse fiir A , A ist singulér !
Anmerkung:

Die Singularitat von A kann man auch durch Berechnung der Determinante feststellen, da det(A) = 0 gilt !



Die LR (LU)-Zerlegung :

Jede regulére (n,n)-Matrix A kann in eine linke (untere) Dreiecksmatrix L ( mit Einsen auf der Haupt-
diagonale ) und eine rechte (obere) Dreiecksmatrix R ( alle Diagonalelemente # 0 ) zerlegt werden.
Esgiltdann: A=L-R bzw. P-A=L-R beiZeilenvertauschung (P = Permutationsmatrix; s.u.)

Anmerkung: Die englische Bezeichnung ist LU , wobei L = Lower und U = Upper bedeuten .

2 1 1 1 0 0\(a b c
Beispiel (ohne Zeilenvertauschung): 4=|3 2 2 Gesucht: L-R=|d 1 0|0 e f
1 1 2 g h 1){0 0 i

Man geht vor wie beim Gauf-Algorithmus zur Bestimmung der Zeilenstufenform. Allerdings werden hier in der
linken Dreiecksmatrix keine Nullen erzeugt, sondern es werden die Faktoren gespeichert, die man bendtigt,
um (beim Gauf-Algorithmus) die 0 an der betreffenden Stelle zu erzeugen.

Konkret: Im ersten Schritt betrachtet man die Zahl 2 in Spalte1;Zeile1 . Um in der 2.Zeile die 3 zur 0 zu
machen, bendétigt man den Faktor 1,5. Subtrahiert man namlich das 1,5-fache der 1.Zeile von der 2.Zeile,
dann wirde aus der 3 eine 0. Also speichert man anstelle der 3 eine 1,5. Der Rest der Zeile wird wie beim
Gauld-Algorithmus verandert. Entsprechend muss man in der Spalte1;Zeile3 aus der 1 eine 0,5 machen, denn
es muss das 0,5-fache der 1.Zeile von der 2.Zeile subtrahiert werden.

2 1 1
Zwischenergebnis: | 15 (0,5 0,5

0,5 0,5 15
Genauso wie beim Gauf3-Algorithmus betrachtet man anschlielfend nur noch den (2,2)-Matrixanteil rechts

unten. Ziel ware, die 0,5 in Spalte2;Zeile3 zu 0 zu machen. Dies gelingt mit dem Faktor 1, den wir anstelle der
0,5 speichern. Die letzte verbleibende Zahl 1,5 wird ersetzt durch 1,5-1-0,5=1.

2 1 1
Das Endergebnis der Umformungenist: | 15 0.5 0,5

0,5 1 1

In dieser Matrix steckt sowohl L als auch R. Bei L muss beriicksichtigt werden, dass alle Diagonalelemente 1
sein sollen (obwohl dies hier nicht zu sehen ist). Damit erhédlt man als

1 00 2 1 1
Losung: 1 =|15 1 o|ud R={0 0,5 0,5
0,5 1 1 0 0 1

Man sieht, dass R die gleiche Matrix ist, die bei der normalen Zeilenstufenform entsteht !
L wird zusétzlich erzeugt durch Speichern der o.a. Faktoren anstelle der Nullen.

Ein positiver Nebeneffekt ist, dass man mit der LR-Zerlegung in einfacher Weise auch die Determinante der
Matrix A berechnen kann (Vorsicht: Bei Pivotisierung/Zeilentausch kann sich das Vorzeichen andern !):

Es gilt: det(A) ist das Produkt der Diagonalenelemente von R ( ohne Zeilenvertauschungen !)

( Bei einer ungeraden Anzahl von Zeilenvertauschungen andert sich das Vorzeichen )

Fur das obige Beispiel ist dann det(A) =2:0,5-1=1.




Der Vorteil der LR-Zerlegung ist, dass man simultan LGSe I6sen kann :
A-%=b = (L-R)-X=b = L-(R-X)=b =L-y=b mit y=R-X .

Man |6st daher zuerst L-y =b und anschlieRend R-X=73 (beides sind einfache Berechnungen) .

4
Sei p_|o| gesetzt. Dann verlauft die Rechnung fur [ .5 —p folgendermalen:
3

1 0 0] 4 1 0 0] 4 1 0 0| 4 4

LS 1 0] 2|—»{0 1 0| 4|—>|/0 1 0| 4|=>y=-4

05 1 1| 3 01 1] 1 0 0 | 5 5
Dann noch die Lésung fir R-X=1y :

2 1 1 | 4 2 0 0] 12 1 0 0| © 6

0 05 05| 4|—->(01 1] -8>|0 1 0] -13|=x=|-13

0 O 1 |5 0 0 1] 5 0 0 1] 5 5
Weitere Beispiele:

2 -1 =3 1 0 O 2 -1 -3

6 1 -10|=| 3 1 0|10 4 -1 det(A) =24-3=24

-2 -7 8 -1 -2 1 0 0 3

A L R

2 3 5 1 0 0 2 3

6 10 17|=13 1 O|-|0 1 2 det(A) =2:1-4=8.

8 14 28 4 2 1 0 0 4

A L R

Achtung:

Falls eine Pivotisierung notwendig sein sollte, so missten die Zeilenvertauschungen berticksichtigt werden.
Dies kann durch Multiplikation mit Permutationsmatrizen P geschehen. Es gilt: P-A=L-R

Dies lasst sich umformenin A=P'-L-R=(P'-L)-R =(P-L):R ,da P'=P!

Fir 4-%=b folgtdann: (P-L)-R-X=b bzw. (P-L)-¥y=b mit R X=Y

Im Gegensatz zu der obigen Rechnung verwendet man bei Zeilenvertauschungen also P - L statt L !

Dies wird spater auch an einem Beispiel durchgerechnet.



Permutationsmatrizen P

Bei Permutationsmatrizen (Vertauschungsmatrizen) steht in jeder Zeile und jeder Spalte genau
eine 1, ansonsten Nullen.

(1) Multipliziert man eine Matrix A von links mit P, also PA, so tauscht man damit Zeilen .
pik = 1 bedeutet dabei, dass aus der k-ten Zeile die i-te Zeile wird. ze k— ze i

Beispiele:
1 000 I 1 11 I 111
01 00 2 2 2 2 2 2 2 2 _
P=F= A= PA = keine Verdnderung durch P=E!
0 010 3333 3 333
0 0 0 1 4 4 4 4 4 4 4 4

Vertauscht man aber bei P die Zeilen 1 und 2, erzeugt man also p2=1:

A= PA = Vertauschung der Zeilen 1 und 2 bei A !

S = O O
- o O O
=N

2
1
3
4

B~ L =N

2
1
3
4

AW N =

1
2
3
4

AW N =

1
2
3
4

oS O = O
S O O =

(2) Multipliziert man eine Matrix A von rechts mit P, also AP, so tauscht man damit Spalten .
pi = 1 bedeutet dabei, dass aus der i-ten Spalte die k-te Spalte wird. spk — spi

Beispiel: Bei Verwendung der obigen Matrix P mit pi =1 entsteht folgendes:

123 4)(0100) (213 4

123 4|/1000| [213 4

123 4[l001 0] |213 4

123 4)looo 1) (213 4
4 P

Bei der LR-Zerlegung kann es zur Vertauschung zweier Zeilen von A kommen. Das nach der Vertauschung
entstandene A berechnet man durch die Multiplikation P - A .

2 1 1
Fir die LR-Zerlegung (mit Pivotisierung) des folgenden Beispiels 4 =| 3 2 2 | bedeutet das zunachst
1 1 2
eine Vertauschung der Zeilen 1 und 2.
o 1] o
Die entsprechende Permutationsmatrix ist P = 0 0
0 0 1

Ansatz fir die LR-Zerlegung der durch Zeilentausch erhaltenen Matrix PA :

3] 2 2 3 2 2 32 2
PA=|2 1 1|>|2/3 |-1/3] -1/3|>|2/3 -1/3 -1/3 Fir A folgt dann:
1 1 2 1/3  1/3  4/3 1/3 -1 1

L\R



010 1 0 0)(3
A=|1 0 0]2/3 1 0[]0
0 0 1)(1/3 -1 1)1{0

L

2

-1/3

0

R

2

-1/3 |=

1

o = O

S O =

- O O

— N W
i \® ]

Bei der Pivotisierung kdnnen unter Umstanden mehrere Zeilenvertauschungen anfallen, so dass
entsprechend viele Permutationsmatrizen P+, P2, ..., P, entstehen.

Die Gesamtpermutationsmatrix P ergibt sichdannzu P=P- P+ .. - P, .
Ein Beispiel:
0 =12 -12 24 0 -12 -12
4|6 6 18 0 1/4 [6] 21 3 PoE
6 18 66 18 1/4 18 69 21
-12 0 18 &4 -1/2 0 12 78
24 0 -12 -12 24 0 -12 -12 1 0 0 O
1/4 69 21 /4 18 69 21 10 0 I
% =
1/4 6 21 3 1/4 1/3 —4 101 00
-1/2 0 12 78 -1/2 0 12 78 0 0 0 1
24 0 -12 -12 24 0 -12 12 1 0 0 0
/4 18 69 21 1/4 18 69 21 p 01 0 0
_) =
~1/2 0 78 -1/2 0 78 1o 0 0 1
/4 1/3 -2 -4 /4 1/3 -1/6 9 0 010
1 0 0 0 24 0 -12
Die Zerlegungsmatrizen sind [ = 1/4 ! 0 0 = 0 18 69
-1/2 0 1 0 0 0 12
/4 1/3 -1/6 1 0O 0 O

Die Determinante berechnet sich zu det(A) = 24-18-12-9 = 46656

Kein Tausch (P+ Gberflissig !)

0 Tausch Zeilen 2 ; 3

Tausch Zeilen 3 ; 4

Anmerkung: Bei einer ungeraden Anzahl von Zeilenvertauschungen kehrt sich das Vorzeichen von det um !

Multipliziert man L mit R, so erhalt man

L-R=

240
6 18
-12 0
6 6

-12

66
18
18

-12
18
84

0

Um zur urspriinglichen Matrix A zuriickzukehren, miisste man erst die Zeilen 3;4 tauschen und dann 2;3 .
Die oben durchgefiihrten Vertauschungen werden also riickgangig gemacht.
Ebenso kann man aber (P.-Ps) - (L -R) berechnen, denn: P =Ps;P, = P.; = P,P;. Dies ergibt :

(A-F)-(L-R) =

oS o o =
S = O O
oS O = O
- o O O

S O o =

oS O = O

- o O O

S = O O

24
6

1212

6

0
18
0
6

—-12
66
18
18

-12
18
84

0



1 00 0y(24 0 -12 -12 240 -12 -12
0 00 1. 6 18 66 18| | 6 6 18 0 _ 4
01 0 0(-12 0 18 84 6 18 66 18
0010 6 6 18 0 -12 0 18 &4

Will man nun mit dieser LR-Zerlegung das Problem A4-X =b I|dsen, so berechnet man erst (wie bereits

weiter oben bewiesen) y mittels (p'.1).5 =h = (B,-P-L)-y =b unddann R.3=3

0

1/3

1
0

36 1 000 1 0 0 0 1
~ | 18
Beispiel: b= ,, |. Mit p.L= L I R W
01 0 O0f(-1/2 0 1 0 1/4
—96 001 0)l1/4 1/3 -1/6 1) \-1/2
1 0 0 0 | 36 1 0 0 0] 36
und (P 1y /4 1/3 -1/6 1 | 18 IR 01 0 0] 15
(PL)y= /4 1 0 0| 24 001 0] -78
-1/2 0 1 0| -96 00 01 ] -9
24 0 -12 -12| 36 1 0 0 0] 1
o 0 18 69 21 | 15 01 0 0| 2
Aus R.x=y folgt
0 o0 12 78 | -78 0 01 0| O
0 0 O 9 | -9 0 0 0 1] -1
24 0 -12 -12 36
12
Die Lésung des LGS 6 6 13 0 X = 18 istdemnach X< 0
6 18 66 18 24
12 0 18 84 96 -1
Weiteres Beispiel (L6sung mit LR-Zerlegung: mit Zeilentausch):
4 1 0 0 1 0 o 4 1 0
A=11 4 1)5b= 4 . Die Rechnung liefert L=0 1 0] R=0 5
0 5 4 15 1/4 3/4 1 0 0 -2
1 00 1 0 O 0 1 0 O
AUS (P‘1~L)-)7=5 folgt: 00 1{] O 1 O0|y=4|<|1/4 3/4
01 0)\1/4 3/4 1 15 0 1 0
1 0 010 1 0 0] O 0
1/4 3/4 1[14|—>|0 1 0] 15 Calso F=| 15
0 I 0]15 0 1 1]-29/4 _29/4
4 1 0 | 0 1 0 0| —-1/40
Aus R.x=jy folgt: 0 5 4| 15 —>|0 1 0] 1/10 . Lésung: =
0 0 2| -29/4 0 0 1] 29/8

-1/6

<

1/10
29/8

0

0
1

-1/40

S O = O

36
15
78



Besondere Matrizen:

1) Eine Matrix mit einer 0-Spalte soll zeigen, dass eine Zeilenstufenform zuweilen schwer zu ermitteln ist:

(GGG
OO NO®
PO WwWo
(GGG
woeuk
oo nwnN
(GGG
OO NO®
Or wo
[CECEGE)
o wulRk
ohaoanN

Der einfache Gaul3-Algorithmus (ref) versagt hier, weil die erste Zeile (mit 4 Nullen) unberticksichtigt bleibt.
Es entsteht somit keine Zeilenstufenform !

Ordnet man jedoch die Zeilen der Ausgangsmatrix nach den am weitesten links stehenden Nicht-Nullen,
so ergibt sich die gewlinschte Zeilenstufenform !

[OINO R ORN]
OO O0ON
OO W
[OOSR
O L wWwu
ON B~ O



