Die vollstindige Induktion Ac

Um die Giiltigkeit einer mathematischen Aussageform A(n) zu beweisen, geht man folgendermaBen vor :

1. Induktionsanfang bzw. Induktionsverankerung :
Beweis der Aussageform A(n) fiir n=1 oder einen anderen Anfangswert n=n :

2. Induktionsschluff von k auf k+1 :
Beweis der Schlufifolgerung: Wenn A(k) gilt, dann gilt auch A(k+1).

Anmerkung: Hat man nachgewiesen, da3 A(1) gilt, so ist wegen des Induktionsschlusses von A(k) auf A(k+1)
Auch A(2) giiltig. ( Wenn A(1) gilt, dann gilt auch A(2) !).
Ebenfalls wegen des Induktionsschlusses von A(k) auf A(k+1) gilt dann aber auch A(3), denn
»Wenn A(2) gilt, so gilt auch A(3)“. Dies 146t sich beliebig ( fiir alle k ) fortfiihren.

Beisniele:

1) Beweise, daf gilt: 1+3+5+7+...+(2n-1)=n’
1. Induktionsanfang : 1=1?, daher gilt A(1).

2. Induktionsschluf3 von k auf k+1 :
Zu zeigen ist:  Wenn A(k) gilt, so gilt auch A(k+1), dh.:
Wenn 1+3+5+ ..+ (2k-1) = K2 gilt, so gilt auch 1+3+5+ ... + 2(k+1)-1) = (k+1)2 .

Beweis: Induktionsannahme: Es gelte A(k), d.h. 1+3+5+ ...+ (2k-1) = k2.

Dann folgt: 14345+ ... + 2k-1)+(2(k+1)-1) =
k2+(2(k+ 1)-1)=  (nach Ind.annahme)
k2+2k+1 = (k+1)2  (Bin.Formel)

2) Beweise, daB gilt:  20>n2 fir n>5

1. Induktionsanfang : 25>52 & 32>25 , daher gilt A(5) .
2. Induktionsschluf3 von k auf k+1 :

Zu zeigen ist:  Wenn A(k) gilt, so gilt auch A(k+1), dh.:
Wenn 2K > k2 gilt, so gilt auch okl (k+1)2 .

Beweis: Induktionsannahme: Es gelte A(k), d.h. 2k>K2
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Dann folgt: okt — ksl —p sk p w2 21 2 4 psg >
k2 + 5%k =k2 + 2k + 3k > k2 + 2k + 1 = (k+1)2 . qe.d.

Beweise, daf3 gilt: 5 ist ein Teiler von 61 + 4

1. Induktionsanfang : 5 ist ein Teiler von 61 +4 =10 , daher gilt A(1) .

2. Induktionsschlul von k auf k+1 :

Zu zeigen ist:  Wenn A(k) gilt, so gilt auch A(k+1), dh.:
Wenn 5 ein Teiler von 6K + 4 , S0 auch von oktl 44

Beweis: Induktionsannahme: Es gelte A(k), d.h. 5 ist Teiler von 6K+ 4

Dann folgt: 6Kl g=glsgkra=(5+1)*6K+4=5*6K+1*6ck+4=
5% 6K+ (6% + 4)
Nun ist aber 5 ein Teiler von 6K + 4 (Ind. Annahme) ; ferner ist auch 5 ein Teiler von

5% 6K Daher ist 5 auch ein Teiler der Summe dieser beiden Terme !
g.e.d.

Beweise, daB3 gilt:  30<n! fir n>7

1. Induktionsanfang : 37=2187 <5040 = 7! , daher gilt A(7).

2. Induktionsschluf3 von k auf k+1 :

Zu zeigen ist:  Wenn A(k) gilt, so gilt auch A(k+1), dh.:
Wenn 3K<k! gilt, so gilt auch skt < (k+1)! .

Beweis: Induktionsannahme: Es gelte A(k), d.h. K<kt

Dann folgt: 3kH1 = 3lagk < 3pr < (Kt 1)*k! (weil 3 <k+1 gilt fiir k=7)
= (k+1)!
g.e.d.

Zeige, daB} der Induktionsschritt zwar durchfiihrbar, die Formel jedoch fiir alle n falsch ist:
2 ist Teiler von 31 + 4

Induktionsschlufl von k auf k+1 :

Zu zeigen ist:  Wenn 2 Teiler von 3* + 4 ist, so ist 2 auch Teiler von 3*"' + 4 .

Beweis: Induktionsannahme: Es gelte A(k), d.h. 2 ist Teiler von 3k14
Hieraus folgt, daB 2 sowohl Teiler von 4 als auch von 3 ist.
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Wenn 2 Teiler von 3¥ ist, so auch von 3%, denn dies ist ein Vielfaches von 3*.
Dann teilt 2 auch die Summe von 3*"' und 4, womit der InduktionsschluB vollzogen wiire.

Aber:

n

. 000 0!
1. Induktionsanfang : 303 = 010!

2. Induktionsschluf3 von k auf k+1 :

Zu zeigen ist:
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Beweise, daf gilt: fon " thid " 2

Es 14Bt sich kein Anfangswert k finden, so daB 2 Teiler von 3* + 4 wire !
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Wenn A(k) gilt, so gilt auch A(k+1), dh
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Beweis: Induktionsannahme: Es gelte A(k), d.h. HOH+ HIH+ HZH+
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Weitere Ubungen:

20> p3 fiir n>10
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Beweise durch vollstindige Induktion sowie durch dquivalente Umformung: 4n< n’+4

Zeige, daB der InduktionsschluB durchfiihrbar ist, die Formel jedoch fiir alle n JIN " falsch ist !!
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Schliefle daraus: lim) x'= " , falls |x|< 1
o X

Was gilt fiir die folgende Summe: 0,5°+0,5' + 0,5 + 0,5° + ... (unendliche viele Summanden) ?
Berechne zunichst bis zum Summanden 0,5' !

(I+a)'>1+nlh fiir n=2 und a#0 und a> -1 Bernoullische Ungleichung

fx)=x" 0 f(x)=n xn-1 ( Die Produktregel sei vorausgesetzt ! )

a) Schreibe die Terme EI( E in Tabellenform auf fiir k =0 bis k =4 und jeweils i=0bis i=k.
)
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b) Beweise dann mittels vollst. Ind. den sog. BINOMISCHEN LEHRSATZ:
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