Alternativtest — Einfiihrung und Aufgabenbeispiele Ac

Einfiihrendes Beispiel:

Ein Medikament half bisher 10% aller Patienten. Von einem neuen Medikament behauptet der
Hersteller, dass es 20% aller Patienten hilft. Diese Aussage wird an 30 Patienten getestet.
Wie lautet die Entscheidungsregel ? Wie groB3 sind die Fehler ?
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Folgendes sei festgelegt (siche Grafik oben):
n=30 H,:p=0,1 H;:p=0,2

Man sieht, dass die Grenze zwischen beiden Verteilungen offenbar zwischen k=4 und k=5 liegt.
Daher definieren wir als

Annahmebereich fiir H,: A = {0; ... ;4} und als

Verwerfungsbereich fiir H,: V= {5; ... ;30} .

Fiir die Gegenhypothese H; gilt natiirlich das Umgekehrte !

Entscheidungsregel:
Entscheide dich fiir H,, falls das Versuchsergebnis X < 4, andernfalls entscheide dich fiir H; .

Wir berechnen einige Wahrscheinlichkeiten:

Poi(X <4)=82,4% Also liegt das Versuchsergebnis mit 82,4%iger Wahrscheinlichkeit im
Annahmebereich von H, .

Poi(X>5)=17,6% Also liegt das Versuchsergebnis mit 17,6%iger Wahrscheinlichkeit im
Verwerfungsbereich von H, . Dies ist auch der Fehler 1.Art ( a-Fehler) .

Poo(X>5)=74,5% Also liegt das Versuchsergebnis mit 74,5%iger Wahrscheinlichkeit im
Annahmebereich von H; .

Poa(X<4)=25,5% Also liegt das Versuchsergebnis mit 25,5%iger Wahrscheinlichkeit im
Verwerfungsbereich von H;, . Dies ist auch der Fehler 2.Art ( 3-Fehler) .

Man sieht, dass die Irrtumswahrscheinlichkeiten o und 3 hier ziemlich gro$3 sind. Dies liegt daran,
dass die beiden Alternativen p=0,1 und p=0,2 so dicht beieinander liegen.



Weitere Beispiele:

Beispiel 1 (Sektkellerei):

Die einer Sektkellerei gelieferten Flaschen enthalten aufgrund von Produktionsschwankungen
entweder zu 15% (1.Qualitdt) oder zu 40% (2.Qualitét) leichte Farbverdnderungen.
Der Kellermeister mochte die Qualitét einer Lieferung erkennen.

Er entnimmt einer Lieferung 40 Flaschen und priift sie. Die Anzahl der Flaschen mit

Farbverdnderung sei k. Wie lautet die Entscheidungsregel ? Mit welchen Wahrscheinlichkeiten
kann der Kellermeister sich irren ?
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Regel: k<10 (1.Qualitat) k=11 (2.Qualitét)
Irrtumswahrscheinlichkeiten: a-Fehler = 3% B-Fehler = 3,5%

Der Kellermeister konnte aber auch nur 25 (10) Flaschen priifen . Wie sehen dann die
entsprechenden Ergebnisse aus ?
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k<6 (1.Qualitdt) k>7 (2.Qualitit) k<2 (1.Qualitdt) k=3 (2.Qualitit)

a-Fehler = 6,9% B-Fehler = 7,4% a-Fehler = 18% B-Fehler = 16,7%



Beispiel 2 (Abitur 2006, jedoch abgewandelt):

Eine Firma produziert Roboter, wobei zu Beginn 20% fehlerhaft sind. Nach Umstellung der
Produktion soll die Fehlerquote auf 3% reduziert werden. Ein Kunde iiberpriift zur Kontrolle 100
Roboter und entwirft einen Alternativtest (auf der Grundlage des Vergleichs der beiden Verteil-
ungen ) um entscheiden zu konnen, ob er eine Lieferung beanstanden soll oder nicht. Er entdeckt
bei der Priifung 11 defekte Roboter .

Losungsweg:
Wir nehmen an, dass der Kunde nachweisen will, dass die Fehlerquote immer noch bei 20% liegt.

Die gegenteilige Behauptung ist dann die Nullhypothese H,, die es zu widerlegen gilt.
Somit gilt:  n=100 H,: p=0,03 H;: p=0,2 Stichprobenergebnis: 11

Wir betrachten zunichst die beiden Verteilungen, um eine Grenze zwischen beiden zu bestimmen:
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Folgerungen:

1) Der Verwerfungsbereich bzgl. der Nullhypothese H,: p=0,03 ist (in der Grafik leider schlecht
zu erkennen, daher besser die Tabelle mit PO(X=k) und P1(X=k) konsultieren !)
V=1{10;...;100} . Annahmebereich also A = {0; ... ;9}

Weil das Stichprobenergebnis 11 in V liegt, wird die Nullhypothese abgelehnt, d.h. der Kunde
geht davon aus, dass die Fehlerquote sich trotz Produktionsumstellung nicht verbessert hat !

2) Der a-Fehler (das Stichprobenergebnis liegt im Verwerfungsbereich von H,, obwohl H, richtig
ist) betrdgt laut Tabelle: Po03(X>9) = 1 — binomedf(100,.03,9) = 0,09%

3) Der B-Fehler (das Stichprobenergebnis liegt im Annahmebereich von H,, obwohl H, falsch und
somit H; richtig ist) betrdgt laut Tabelle : Py2(X<9) = binomed{(100,.2,9) = 0,2%

Erginzende Aufgabe zu Beispiel 2:
Obige Betrachtung mit der Festlegung der Nullhypothese beriicksichtigt die Sicht des Kunden .
Wie wirde es aus der Sicht des Herstellers aussehen ?7?

Losungsweg:
H,: p=0,2 H;: p=0,03 (vertauschte Hypothesen, da der Hersteller p=0,03 beweisen will !).

Ablehnungsbereich fiir Hy: p=0,2: V= {0; ... ;9}. 11 liegt aber in A, also wiirde auch der
Hersteller die Hypothese p=0,2 nicht ablehnen kénnen und somit p=0,03 ablehnen (miissen) !!
Er kann also die Verbesserung seiner Produktion nicht nachweisen !

Bei diesen vertauschten Hypothesen (bzgl. der vorherigen Betrachtung) vertauschen sich auch die
o-und B-Fehler. a=0,2% und B=0,09%.



Eine Firma produziert Roboter, wobei zu Beginn 20% fehlerhaft sind. Nach Umstellung der
Produktion soll die Fehlerquote auf 3% reduziert werden.

Ein Kunde tiberpriift zur Kontrolle 100 Roboter und entwirft ein Testverfahren auf dem
Signifikanzniveau von 5% um entscheiden zu konnen, ob er eine Lieferung beanstanden soll oder
nicht. Er entdeckt bei der Priifung 11 defekte Roboter .

Losungsweg:
Wir nehmen an, dass der Kunde nachweisen will, dass die Fehlerquote immer noch bei 20% liegt.

Die gegenteilige Behauptung ist dann die Nullhypothese H,, die es zu widerlegen gilt.
Somit gilt: n=100 H,:p=0,03 H;:p=0,2 0a<5%  Stichprobenergebnis: 11

Wir betrachten zunichst die kumulierten Verteilungen der Hypothesen (insbesondere PO(X>=k):

Folgerungen:
k| POR<=k] | P1p<=k] | POR<e=k] | P1Gsc=k) | POR<=k] |

0 47bx 000%  476% 000 100.00% 1) Der Verwerfungsbereich auf dem 5%-Niveau
1 14.71% 000%  1946% 000%  9524% bzel. der Nullhvpothese p=0.03 ist
2 225%  000% 4198%  000% By 7B COTRUTYD e
3 2275%  000% B4z 000 seper Y - /5. 3100} . (rechtsseitig !)
4 1706% 000% E1.79% 000 aszex  Annahmebereich A= {0; ... ;6}
5 1013% 000%  91.92% 0o0%  1821%
& 4%6x 0% 3essxr  OMx  803%  2) Weil das Stichprobenergebnis 11 im Bereich
7o efbr 002 983w 003 312% V liegt, wird die Nullhypothese abgelehnt, d.h.
g D'Nf D'DEf HE'EEf D'Daf 1'DEf der Kunde geht davon aus, dass die Fehlerquote
9 0.23% 015% 9991% 0.23% 0,.32% . . .

10 007%  044%  9998%  057%  009% sich trotz Produktionsumstellung nicht

11 002z 069% 10000%  126%  onzz  verbessert hat!

3) Der a-Fehler (das Stichprobenergebnis liegt
im Verwerfungsbereich von H,, obwohl H,
richtig ist) betrigt: Poos(X>6) =1-0,97=
3%

4) Der B-Fehler (das Stichprobenergebnis liegt

1m Annahmebereich von H,, obwohl H, falsch

und somit H; richtig ist) betrdgt laut Tabelle :
Po2(X<6) = 7,807 = 0,008%

Ergianzende Aufgabe zu Beispiel 3:
Obige Betrachtung mit der Festlegung der Nullhypothese berticksichtigt die Sicht des Kunden .
Wie wiirde es aus der Sicht des Herstellers aussehen ??

Losungsweg:

H,: p=0,2 H,;: p=0,03 (vertauschte Hypothesen, da der Hersteller p=0,03 beweisen will und
somit das Gegenteil p=0,2 annimmt !).

Verwerfungsbereich fiir p=0,2 und 0=0,05: V= {0;...;13}. Alsoist A= {14;...;100} .
11 liegt in V, also wiirde der Hersteller hier im Gegensatz zu der Kundensicht die Hypothese
p=0,2 ablehnen und somit p=0,03 (Produktionsverbesserung) annehmen !!




Uberblick Alternativtest bei Binomialverteilungen

Beim Alternativtest will man mit einer Stichprobe vom Umfang n eine Hypothese H, (z.B.
p=70%) widerlegen . Man geht aus von einer Binomialverteilung B,,, (k=0;1;...;n).

Das Signifikanzniveau (Verwerfungsbereich V der Nullhypothese) wird entweder mit o

(meist 0 < 5%) oder aber mit einer Schranke k ( V={0; ... ;k} bzw. V= {k; ... ;n} ) festgelegt.
V ist ein Bereich (fiir die k-Werte) in der Binomialverteilung B.,.,, (je nach Lage der
Alternativwahrscheinlichkeit p, liegt V entweder links oder rechts beziiglich H, ) .

Beispiel: n=20  H,:p=0,6 H;:p=0,8
a sei hier nicht vorgegeben, so dass V durch Vergleich der Verteilungen festgelegt wird.

3 FO<=l] F1==k] | PO<=k] | P1G<<=k] | PO =k] . : —
A POreck] | Pk | POReck) | Pk [POBS =k | Die Tabelle zeigt, dass P1(X=k) von
1. foox  000%  000%  000% 100.00% k=15 ab grofBere Wahrscheinlichkeiten
2 0,00 0,00 0,00 0.00% 10000 .
3  000%  000%  000%  000%  100.00% besitzt als PO(X=k).
4 0,033 0,00 0023 0.00% 100003
5 0.13% 0.00% O1E= 0.00% 99.97%
E 0,492 0,007 0.65% 0,002 99.284% Daher Verwerfen wIr HO) wenn das
7 1.46% 0,00 2.0 0,005 93.35% . . . .
g  355%  001%  565%  001%  97.90% Stichprobenergebnis groBer oder gleich
3 FA0% 0.05% 12.75% 0.06% 94 35% 1 5 ISt
10 11.71% 0.20% 24 475 0.26% 87 .25% .
11 15,977 0,747 A0, 447 1.00% F5.53%
12 17.97% 2.22% 58,415 3.21% 59.563%
13 16, 59/ 5.45% F5.00% 5.67% 41 .59%
14 10.91% 87 44% 139.58% 25.00%
1 5: 17.463% 94 903 37.04% 12.56%
16 21.82% 92,407 52.86% 5.10%
17 20,545 93645 ¥9.39% 1.60%
13 13.69% 93.95% 93.08% 0.36%
139 5.76% 100.00% 92,853 0.05%
20 1.15% 100.00% 100.00% 0.00%
Pix=k) n=20  p0=0.60 p=12.00 =219 pi1=0.80
Y={1h: 20} a-Fehler=12.56% p-Fehler=19.58%
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Entscheidungsregel: Lehne H, ab, wenn das Stichprobenergebnis in V = {15 ; ... ; 20} liegt.
( 15 ergibt sich daraus, dass ab k=15 H,; groBBere Wahrscheinlichkeiten besitzt als Hy )

Fehler 1.Art (a-Fehler): Eine richtige Hypothese wird abgelehnt. D.h.: das Stichproben-
ergebnis liegt im Verwerfungsbereich V (rot schraffiert), obwohl H, richtig ist .
In obigem Beispiel gilt:  a-Fehler = Pog(X=15) = 1- Py s(X<14) = 12,6%

Fehler 2.Art (3-Fehler): Eine falsche Hypothese wird beibehalten . D.h.: das Stichproben-
ergebnis liegt im Annahmebereich A (schwarz schraffiert), obwohl H, falsch ist .

Um den B-Fehler berechnen zu konnen muss die richtige Wahrscheinlichkeit p; bekannt sein.
In obigem Beispiel gilt fiir p,=0,8: B-Fehler = Pyg(X<14) = 19,6%



Alternativtest bei prozentual festgelegtem V

Es ist in der Regel so, dass der Verwerfungsbereich V nicht durch Vergleich der Verteilungen,
sondern durch eine bestimmte %-Zahl festgelegt wird, z.B. a <5% .

Man spricht dann von einem Signifikanzniveau von 5% .

Betrachtet werden muss hier nun die kumulative Wahrscheinlichkeitstabelle fiir pO.

Liegt V rechtsseitig, so ldsst es sich schwerer bestimmen als wenn es linksseitig liegt !

Beispiell: (V linksseitig) n=20  H,:p=0,8 H;:p=0,6 o <5%

Plx=k) n=20  p0=080 p=16.00 o=1.79 pl1=0.60
0215V={U12} _____________________ * _EMEF”]% B-Fehler=41.59% Der Verwerfungsbereich ergibt sich
] hier ersichtlich zu V={0; ... ;12},
O —_%_ ___________ was man auch aus der Tabelle fiir
PO(X<k) ablesen kann .
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Beispiel2: (V rechtsseitig) n=20  H,:p=0,6 H;:p=0,8 a<5%

Pix=k) n=20  p0=0.60 p=12.00 0=2.19 pl1=0.80
v={17. 20} -Fehler=1.60% p-Fehler=58.86% . . .
a2ta ] * i ¢ Der Verwerfungsbereich ergibt sich
] hier ersichtlich zu V={17; ... ;20},
L was man aber aus der Tabelle fiir
T =R

PO(X<k) nur schwer ablesen kann .
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Aufgaben:
1) Bestimme V fiir n=20 p,=0,6 p;=0,8 a < 1% Losung: V={I18; ... ;20}
2) Bestimme V fiir n=20 p,=0,6 p;=0,8 o < 10% Losung: V={16; ... ;20}

3) Wie lautet der Verwerfungsbereich V fiir n=50 p,=0,4 p,=0,1 a <5% ?
Berechne auch die Fehler 1. und 2. Art.
Losung: V={0; ... ;13}  a-Fehler = P4(X<13) =2,8%
B-Fehler = P 1(X=14) = 1- Py (X<13) = 0,03%

4) Wie lautet der Verwerfungsbereich V fiir n=50 p,=0,4 p,=0,7 a < 5% ?
Berechne auch die Fehler 1. und 2. Art .
Losung: V={27; ...;50}  a-Fehler = Po4(X=27) = 1- Po4(X<26) = 3,14%
B-Fehler = Py 7(X<26) = 0,56%



Man kann die Zufallsversuche mit dem GTR auch simulieren.
So erhilt man ein oder mehrere Stichprobenergebnisse .

Simulationsbeispiel ( fir n=20 p,=0,6 p,=0,8):

Der Verwerfungsbereich ist V ={15;...;20} ( siche oben)
Der Annahmebereich ist also A ={0; ... ; 14}

Wir simulieren mehrere Zufallsversuche mit dem Befehl randBin des GTR, so dass wir N
Stichprobenergebnisse erhalten.

Der Aufruf von z.B. randBin(20,0.6,15) liefert 10 Stichprobenergebnisse:

Stichprobenergebnis k Entscheidung

15 Da 15 UV wird die Hypothese H, verworfen
9 Da 9 U A wird die Hypothese H, angenommen
10 H, angenommen

14 H, angenommen

14 H, angenommen

11 H, angenommen

8 H, angenommen

10 H, angenommen

13 H, angenommen

11 H, angenommen

12 H, angenommen

11 H, angenommen

7 H, angenommen

3 H, angenommen

18 H, verworfen

Erweiterung:

Lasst man den GTR nun z.B. 500 Simulationen durchfiihren, so kann man die relative Haufigkeit
fiir Stichprobenergebnisse = 15 als Schitzwert fiir den a-Fehler ansehen:

randBin(20,.6,500) STO L, erstellt die Liste der Stichprobenergebnisse
sum(L1= 15) liefert den Wert H=78 fiir die abs.H. des a-Fehlers.
Also ist die rel.H. des a-Fehlers  h=78/500=15,6% (schlechter Schitzwert !)



