Uberblick Hypothesentests bei Binomialverteilungen (Ac)

Beim Testen will man mit einer Stichprobe vom Umfang n eine Hypothese H, (z.B.p,=70%)
widerlegen ! Man geht dabei aus von einer Binomialverteilung By, (k=0;1;...;n).

Das Signifikanzniveau (Verwerfungsbereich V der Nullhypothese) wird entweder mit o (meist
0 < 5%) oder aber mit einer Schranke k ( V={0; ... ;k} bzw. V= {k; ... ;n} ) festgelegt .

V ist ein Bereich in der Binomialverteilung B,.,, (entweder links oder rechts oder beidseitig).

1) Alternativtest:
(Nul)Hypothese Ho: p=p, Alternative (Gegenhypothese) Hi: p=p,

Man hat also hier 2 feste Verteilungen, die miteinander verglichen werden.

Im Gegensatz dazu hat man bei den folgenden 3 Testarten mehrere (meist unendlich viele)
Verteilungen, die mit der H—Verteilung verglichen werden.

2) Zweiseitiger Test:
(Null)Hypothese H,: p=p, Alternative (Gegenhypothese) Hi: pZp,

3) Rechtsseitiger Test:
(Null)Hypothese H,: p<p, Alternative (Gegenhypothese) H;: p>p,

4) Linksseitiger Test:
(Null)Hypothese H,: p=p, Alternative (Gegenhypothese) H;: p<p,

5) Fehler beim Testen:

a-Fehler (oder Fehler 1.Art):

Die Nullhypothese ist wahr, aber das Stichprobenergebnis liegt im Verwerfungsbereich V der
Nullhypothese. H, wird also irrtiimlich verworfen !

B-Fehler (oder Fehler 2.Art):

Die Nullhypothese ist falsch, aber das Stichprobenergebnis liegt im Annahmebereich A der
Nullhypothese. H, wird also irrtiimlich beibehalten !

Der B-Fehler kann nur dann bestimmt werden, wenn die Erfolgswahrscheinlichkeit p; bekannt ist.
Es gilt dann [3=Pp;(A) .

Achtung: Wihlt man o kleiner, so wird zwangsldufig 3 groBBer ( und umgekehrt ).
Durch Erhéhung des Stichprobenumfangs n ldsst sich 3 (sowie o) verkleinern.

6) Operationscharakteristik (OC) des Tests:

Ermittelt man fiir alle moglichen Erfolgswahrscheinlichkeiten p; aus [0;1] bei gegebenem a den
jeweiligen B-Fehler , so nennt man die Funktion B(p;) die OC .

( Fiir pj=p, macht aber der [3-Fehler keinen Sinn, so dass man diesen Wert weglassen muss !)



Beispiel fiir einen linksseitigen Test: n=20  H,: p=0,5 H;: p<0,5 0<0,05=5%

Die ,,Grenzwahrscheinlichkeit p=0,5 wird hier beispielhaft mit p=0,4 und p=0,3 verglichen:

Pi<- n-20  p0-0.50 p1-0.10 P(<-K) n-20 p0-0.50 p1-0.30
v-{0: ... :5} a-Fehler=2,07% p-Fehler-07,44% v-{0; .5} a-Fehler=2,07% p-Fehler-50,36%
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Die OC-Kurve zeigt, dass der B-Fehler umso kleiner wird, je kleiner die Wahrscheinlichkeit der
Vergleichshypothese H; ist.

Entscheidungsregel: Lehne H, ab, wenn das Stichprobenergebnis in V= {0 ; ... ; 5} liegt!
( Entsprechend liegt beim rechtsseitigen Test der Verwerfungsbereich V ganz rechts ! )

Fehler 1.Art (a-Fehler): Eine richtige Hypothese wird abgelehnt (verworfen). D.h.: das
Stichprobenergebnis liegt im Ablehnungsbereich V (rot schraffiert), obwohl H, richtig ist .
In obigem Beispiel gilt o =Pys(X<5) =2,1%

Fehler 2.Art (B-Fehler): Eine falsche Hypothese wird nicht abgelehnt (beibehalten) .

d.h.: das Stichprobenergebnis liegt im Annahmebereich A, obwohl H, falsch ist .

Um den B-Fehler berechnen zu kénnen, muss die richtige Wahrscheinlichkeit p; bekannt sein.

In obigem Beispiel gilt fiir z.B. p;=0,4 (die entsprechende Grafik oben ist griin schraffiert !):
B="Pos(X>5) = 1- Pos(X<5) = 87,4% .

Dies kann man auch an der OC-Kurve niherungsweise ablesen .

Ist iibrigens p,;=0,3 die richtige Wahrscheinlichkeit, so ist B = Po3(X>5)=58,4 % .

Die OC-Kurve gibt alle 3-Fehler an .



Beispiel fiir einen zweiseitigen Test: n=100 H,: p=0,7 Hi: p#0,7 0<0,05=5%

Hier muss das Signifikanzniveau in 2 Teile zu je 2,5% aufgespaltet werden.
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kleiner wird, je mehr die Wahrscheinlichkeit der
Vergleichshypothese sich von 0,7 entfernt.
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Entscheidungsregel:
Lehne H, ab, wenn das Stichprobenergebnis in V={0; ... ; 60 ; 80 ; ... ; 100} liegt!

Fehler 1.Art (a-Fehler): Eine richtige Hypothese wird abgelehnt (verworfen).
o =Po(V)=3,75%

Fehler 2.Art (B-Fehler): Eine falsche Hypothese wird nicht abgelehnt (beibehalten) .
z.B. pi=0,55 B =Ps55(61<X<79)=13,4% (siche Grafik)

P(%=) n=100 p0=0.70 pl=0.55
v={0: _:60:80: _:100} a-Fehler=3.75% p-Fehler=13.43%
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Weitere Beispiele ( zweiseitiger Test ):

1 1
Wiirfeltest S/516 Aufg.1) n=100 H,: p=g Hl:pig 0<=10%

Fi<=k)  n=100 p0=0.17

V={0; . :10:24; 100} a-Fehler=8.06% (4.27%:3.79%)
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Miinzwurf S/517 Aufg.3) n=100 H,:p=0,5 H;:p#0,5 a<=10%

Pix=kj n=100 p0=0.50 p1=0.40
V={0: ... :41:59; __ 100} a-Fehler=8.86% p-Fehler=37.74%
L e R e
1 - ] |
] - N |
DLOBT qmm s m e e mm e e e BEE 7 PRI LA § ------ B e e e O
o
] =
0.041 | \\g\ |
SN
L
0,020 \k\k\\\§
= R
] =
= 5
20 2z 24 g5 28 30 32 34 3IE 3B 40 42 44 48 48 50 52 54 G55 58 G0 62 &4 BB BB 70

Pix=k) n=100 pO0=0.50 pl1=0.30

a-Fehler=8.86% B-Fehler=0.72%
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Seite 517 Aufg.4) PGk n-50  p0-D.25

v={0; ... ;7:19; .. ;50} a-Fehler=7.40% (4,53%:2.67%)
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Seite 517 Aufg.5) n=50 H,: p=0,75 (rote Erbsen) H;: p#0,75 a<=10%
V =1{0;...;31;43;...;50} Liegt die Anzahl in V, so wird ,,Mendel nicht akzeptiert



Tests durchfiihren mit dem TEST-Menii des TI83

Man wéhlt dazu  STAT TESTS 5:1-PropZTest
Vorsicht:

Um die Ergebnisse und vor allem die Grafik verstehen zu konnen, sind Kenntnisse der
Normalverteilung erforderlich !

Beispiel: n=100  H,: p=0,7 H;: p#0,7 X=62 (zweiseitiger Test)

1-ProrsTest. 1-ProrsTest
FO:.7 FIrOF®.r
o = z=-1.745743122
n: 186 F=. BEBA25551 36
FIO “FO0 #F0 F=. 57
Calculate Draw n=1HH
z=-1.7457  |e=.0B09

Interpretation der Ergebnisse :

p=.08085... istder sog. a-Fehler, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir die Summe der beiden Bereiche
links von x=62 (z=-1,7457) und rechts von x=78 (z=+1,7457) .
Es besteht hier eine Symmetrie zum Erwartungswert p=70 !

Genauere Analyse fiir Fortgeschrittene:
Der TI83 arbeitet hier mit der Normalverteilung als Approximation der Binomialverteilung.

Im Beispiel ist u=70 und 0 = 4/10000,700,3 = J21= 4,58

_o5 Xk —0,5 70
1 0,5( ; > 1 ,(\m)

c - c
0+/21 21021
8-70 _

Setzt man x=62 ein, so erhilt man den z-Wert (Standardnormalverteilung) z = N 1,7457

Somit gilt fiir die Normalverteilung ¢ (x) =

Dies deckt sich mit der obigen Grafik. x=62 entspricht ca. z=-1,7457 .

Die Wahrscheinlichkeit im Bereich ]-o ; -1,7457 ] (schraffierter Bereich in der Grafik links )
1 -1,7457

betrdgt dann (- 1,7457)= ——0 | e dx= 0,0404
It

Var ),

Multipliziert man mit 2 (beide schraffierten Fldchen beriicksichtigen), so ergibt sich der
Wabhrscheinlichkeitswert p = 0,0808 = 8,1%. Dies deckt sich mit dem Ergebnis des TI83 .

Zum Vergleich: Die Berechnung mit der Binomialverteilung liefert einen a-Fehler von 10,1% .




