Regression und Korrelation von Ac

Einstiegsaufgabe (lineare Regression): (*)

Durch die 3 Punkte P1(2/1), P2(4/5), P3(9/6) ist eine ,,Mini-Punktwolke* gegeben .
Gesucht ist diejenige Gerade g, welche in der ,,Ndhe* der Punkte verlduft und die durch die Punkte
vorgegebene Tendenz moglichst gut wiedergibt .

'b-ﬂ

Erster Schritt: Ay
Der ,,Schwerpunkt® der Punkte ist 5l
S(5/4) . ( Begriindung ?)
54
Es macht Sinn, die gesuchte optimale
Gerade g durch diesen Schwerpunkt 47
laufen zu lassen. Somit ist nur noch die
Steigung m von g unbekannt . 31
24
Aufgabe:
Zeichne die 3 Punkte ein und zusétzlich 11
eine Gerade durch den Punkt S(5/4) mit
m=0,5. Wie weit liegen die Daten von ’ ’ ’ ’ ’ ’ ! ’
der Gerade g entfernt ?? 1 2 3 4 5 6 7 8

Uberlege dabei: Wie konnte man eine Summe der Entfernung der Punkte von g berechnen ?

Erweiterungen:

1) Lose die obige Aufgabe auch mit den Geradensteigungen m=1und m=0,3 .
Welches Modell ist bisher am besten ?

2) Begriinde, dass fiir jede Gerade g durch den Punkt S gilt: y=ml(x-5) +4

Ausblick:
Wie kénnte man zu einer ,,optimalen* Geraden kommen ? Welche Steigung konnte diese haben ?
Wie 16st der Grafikrechner TI83 diese Aufgabe ?

(*) Das Beispiel (Punktwolke aus 3 Punkten) stammt von  http://www.helmholtz-bi.de/... ,
wurde jedoch von mir komplett neu bearbeitet .



Losungshinweise:

m=0,5:: y=0,5x+1,5 Die vertikalen Entfernungen der Punkte von g
+y eignen sich u.a. als Grundlage fiir die gesuchte
B1 Abstandssumme :

5_
Summe = (2,5-1) + (5-3,5) + 0 =3

¥

Zusatzaufgabe 1):
Alternative m=1:: y=x-1 Alternative m=0,3: y=0,3x+2,5
Ay Ay

61 B

S
3 3
=
2 2
1 1
X X
5 1023 4.5 6 7 8 8/
Summe =0 + (5-3) + (8-6) =4 Summe = (3,1-1) + (5-3,7) + (6-5,2) = 4,2
Das Modell mit m=0,5 ist bisher am besten !
Zur Zusatzaufgabe 2):
y = ml(k-5) + 4 ergibt sich aus der Punktsteigungsform bei gegebenem Punkt S(5/4) . Diese Form lautet
y-yl y-4

bekanntlich m = E Setzt man nun x1=5 und y1=4, so ergibt sich m = 5 also m(x-5) =y-4 und
x-

X- X
somit die obige Geradengleichung !

Zu ..Ausblick*®:

Eine optimale Gerade ergibt sich daraus, dass man das Minimum der Summe der Abstdnde sucht, also ein
Problem der Analysis. Ob der oben berechnete Wert von 3 wirklich das Minimum ist l4sst sich nicht
voraussagen. Man miisste erst alle Geraden mit y = ml(k-5) +4 ,,ausprobieren oder (wesentlich besser)
ein relatives Minimum der Summenfunktion der Abstinde bestimmen (siehe unten) !

Der TI83 besitzt bekanntlich ein Regressionsmenii (iiber STAT CALC zu erreichen):

Verwendet man LinReg (ax+b), so erhidlt man y=0,61538...x +0,923...

Offensichtlich geht diese Gerade auch durch S(5/4), jedoch ist die Steigung m eine ganz andere als bei den
obigen 3 Beispielen .



Zusatzinformation:

Warum verwendet man nicht die Abstidnde (Lote) der Punkte von der Geraden zur Bestimmung einer
Regressionsgeraden ? Man miisste dann das Minimum der Summe dieser Absténde fiir alle moglichen
Kombinationen von m und b suchen.

Dies ist rechnerisch ziemlich aufwindig, weil man den jeweiligen LotfuBpunkt benétigt !

Durchfiihrung der Berechnung der Lote:
Wenn die ermittelte Gerade die Form y = mx+b besitzt, so hat die Lotgerade durch Pi(x;; yi) die Gleichung

1 1
y= - —(Xx-X;)tyi. Schneidet man beide Geraden, so erhélt man mx+b =-— (x - x; ) +y; und somit
" m
1 1 2 1 1
x(m+t—)=—x+yi-b 0 x(” +1):_Xi+Yi'bD Xs= — 7 Xt zm (yi-b)
m m m m m-+1 m-+1

Mit y,=mx+b erhilt man den jeweiligen Abstand nach Pythagoras: d;= \/ (x,-x)+-y)

1
Fiir obiges Beispiel mit y =0,5x+1,5 ; also m=0,5 undb=1,5: ———=0,8 7 0,4
m

F 1 m+1
PI(2;1): xs=1,602=14 ys=0,7+1,5=22 di=./(2- L4+ (1- 2,2 =18 =1,34
P2(4;5): xs=32+1,4=4,6 ys=23+1,5=38 di=.(4-4,6)+(5-38)" =18 =1,34
P3(9;6): xs=7.2+1,8=90 ys=45+15=6,0 di=,/(9-9)+ (6-6)> =0

Als Summe der Abstidnde erhalten wir: > = 2,68
Dies ist deutlich weniger als bei der Summe der vertikalen Entfernungen (=3 ) !

Info: Eine Mimimierungsrechnung ist illusorisch, weil der Analysis-Aufwand unvertretbar wiire !



Erliuterung der TI83-Regressionsmethode am Beispiel der Daten P1(2/1), P2(4/5). P3(9/6) :

Der TI83 berechnet nicht das Minimum der Summe der Entfernungen der Datenpunkte von der Geraden,
sondern das Minimum der Summe der Quadrate der Entfernungen der Datenpunkte von der Geraden.

Der Grund liegt darin, dass man Quadrate besser ableiten kann als Betrdge (solche wiirden entstehen bei der
Bildung der bloBen Entfernung, weil die Entfernung stets positiv sein muss !).

Die Vorgehensweise ist die folgende:

1) Berechnen der Mittelwerte x und )_/ (Koordinaten des Schwerpunktes S) der Daten x; , y; :

- _2+4+9 —_1+5+6
Fiir obige Daten gilt x = =5 sowie y= 3

=4
Die Geradengleichung ist dann y =m(x-5) +4 .

2) Quadrate der vertikalen Entfernungen der Datenpunkte beziiglich g berechnen:

Fiir x=2 besitzt g den y-Wert m(2-5) + 4, also -3m+4. P1 hat den y-Wert 1 . Differenz = -3m+4-1 =-3m+3.
Quadriert man diesen Wert, so ergibt sich 9m*-18m+9 .

Ebenso erhilt man fiir P2 die quadrierte Entfernung (-m+4-5)* = m’+2m+1

und fiir P3: (4m+4-6)* = 16m>*-16m+4.

3) Summiert man alle Entfernungsquadrate, so ergibt sich die Summe SEQ = 26m’-32m+14.
( SEQ bedeutet: Summe der Entfernungsquadrate)
Man erkennt eine quadratische Funktion (Parabel) fiir die Variable m .

32 _ 8
Das Minimum dieser quadratischen Funktion liegt bei m = 5 = B: 0,61538
8
Mit diesem optimalen m lautet dann die Geradengleichung y = 3 ((x-5) +4 bzw. umgeformt
8 12 ) . .
y = EX+ T Dies entspricht dem Ergebnis des TI(83) !

54
Das vertikale Entfernungsminimum (SEQ) ist tibrigens dann SEQ = 26m*-32m+14 = Ty = 4,15

le

B




Betrachtung des horizontalen Entfernungsminimums:
( Das Einfiihrungsbeispiel sei wieder zu Grunde gelegt )

Die Geradengleichung (mit Schwerpunkt S) ist dann wieder 'y = m(x-5) + 4 . Gesucht ist m .

y- 4

Benotigt wird die Umkehrfunktion g' (y) =x = + 5, weil y gegeben und x (von g) gesucht ist.

Nun werden die Quadrate der horizontalen Entfernungen der Datenpunkte beziiglich g berechnet :

1- 4 3
P1(2/1): g=x= ——+ 5, also - —* 5. Dies ist der x-Wert auf der Geraden bzgl. P1.
m

m
3 3
Da P1 den x-Wert 2 besitzt, berechnet sich die Differenz der x-Werte zu - —+ 5-2=- —+ 3 |
m m
. . o 9 18 . . :
Quadriert man diesen Wert, so ergibt sich |—-- —+ 9| (horiz. Abweichungsquadrat fiir P1)
m- m

5-4 1
P2(4/5): g=x= ——* 5, also —+5.
m m

1 1 1 2
Das horiz. Abweichungsquadrat fiir P2 berechnet sich zu (—* 5-4)*=(—+1)’=|—+ —+1
m m

m- m
) ) 2 , 2 5 4 16
P3(9/6): Horiz. Abweichungsquadrat =(—* 5-9)°’ =(—-4)’=|—- —+16
m m m-_ m
. Y 14 32
Summiert man alle Entfernungsquadrate, so ergibt sich die Summe SEQ(m) = |— - —+ 26|.
m. m
( SEQ bedeutet: Summe der Entfernungsquadrate )
4 SEQ(m)
Das Minimum dieser gebr. rat. Funktion liegt bei 1
28 _ 7
m=—=—-=0875 (siche Grafik rechts ) a0
32 8
Mit diesem optimalen m (horizontal) lautet dann die 16
: 7 121
Geradengleichung y = 3 [(x-5) +4 bzw. umgeformt
7 3 ) 81
y= 3 X- 3 (,,horiz. Regr.gerade* )
) 8 3 “
( nach x aufgelost: x=—y+ — )
7 7 m
. . 1 2 3 4 |
Das horizontale Entfernungsminimum ist dann
7 4 3 + 26 54 .
SEQ(—-) = 7, 7 = — = 7,71 (horiz.)
8 @ 3 7

Grafik fiir die ..,horizontale Regressionsgerade* :
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Allgemeine Formeln zur Berechnung der beiden Regressionsgeraden

Gegeben seien n Datenpaare x; und y; :

1.Fall: Gesucht sind 2 Regressionsgeraden der Form y = mx+b

Dann gelten: | - Y und  j: ¥ . Schwerpunktes S der ,,Punktwolke*: S(X/y)

n

Regressionsgerade ..beziiglich x*“:  ( Betrachtung vertikaler Entfernungen — der ,,Normalfall* )

m = 2 (xi_ )_C)(yi_ »)
Z (x; - )_C)z

b=y-mIX Geradengleichung: y=mRX +b

O y=mlxty-mx  vertikale” Geradengleichung

Regressionsgerade ..beziiglich y**:  ( Betrachtung horizontaler Entfernungen )

(x;, - )y - ¥) - _ 1 bh*

" E Z (yi_JJi/)z ? b*=x-m*0y  Geradengleichung: x = m*¥ +b* [ y=—m*x' E
1 xX-m* ) _ — : .

Oy= — X e Vereinfachung: [0 y = ﬁ)ﬁ y- %x ,horizontale* Geradengleichung

Alternativ konnte man auch die x; und y; vertauschen und dann nach der Methode ,,beziiglich x* die
Geradengleichung der Umkehrfunktion x = m*[} + b* bestimmen und diese nach y auflsen.

(xi - f)(yi - y)
Korrelationskoeffizient r : r=~mOn* bzw. r= 2 — =

VY G -%70Y - )
Anmerkung:  Der Term ; (% = )i~ ¥) heifit Kovarianz !

n
Die Kovarianz ist ein MaB flir den Zusammenhang zwischen den Merkmalen x und y .

2.Fall: Der Spezialfallb=0 (y=mx):
Der Schwerpunkt ist dann der Ursprung (0/0), weil sich dort die beiden Geraden treffen !

Mit X= 0 und y = 0 folgt dann aus den obigen Formeln:

2
Vert—ikal:mz% O y= %D’C Horizontal:m*:% O y= &Dx

; x; Oy,

DS

Korrelationskoeffizient: r=



1 Xi Yi Xi- X yi-y (xi-x )( yi-y) (xi-x )?
1 2 1 -3 -3 9 9

2 4 5 -1 1 -1 1

3 9 4 2 8 16
Summe 15 12 16 26
1 - 12 1 12 12
x=?5=5 yz?:4 mzz—zz% b=4-%[ﬂ=§ Ergebnis:yz%xﬁtﬁ

i X ¥ Xiox yey (- 2)(yey) | 57

1 2 1 -3 -3 9 9

2 4 5 -1 1 -1 1

3 9 6 4 2 8 4

Summe 15 12 16 14
)_c=§=5 52%24 m*zgzg b*=5-%@=% Zwischenergebnis: x=%y+%

3
Umgeformt nach y: Endergebnis: y=—X- 3




Aufgabe zum Thema Regressionsgerade (Arbeitsblatt):

Die Korpergrofie x und das Korpergewicht y von 10 Schiilern wurde bestimmt :

4 Gewichtin kg

GroBe x Gewicht y =

(incm) (in kg )

155 47

157 47 i

159 50

163 55 ™

164 52

167 54 1

168 58

170 53 i

172 61

176 65 41

Gréfle incm
I35 451| 40 1 ;15 1 SID 1 5I5 1 éD 1 éS 1 ?I'D 1 ?I'S 1 BID 1 BIS 1 EIiD u

Wir nehmen einen linearen Zusammenhang zwischen Grof3e und Korpergewicht an:

Das Koordinatensystem muss (im 1.Quadranten) zunichst skaliert werden:

x-Achse: Achsenkreuz =140cm  und dann 5cm je Skalenzentimeter . (‘also 140 bis 190)
y-Achse: Achsenkreuz = 40kg und dann S5kg je Skalenzentimeter . (also 40 bis 70)

a) Trage die entsprechenden Punkte in das Koordinatensystem ein und bestimme den Schwerpunkt S der
,,Punktwolke*.

b) Zeichne diejenige Gerade ein, welche durch S und durch P(160/50) verlduft und bestimme ihre
Gleichung.

c¢) Bestimme

- das zur KorpergroBle 155cm gehorende Korpergewicht,

- die zum Korpergewicht 60kg gehorende KorpergroBe.

d) Bestimme mit dem TI83 eine Regressionsgerade fiir obige Daten und beantworte nun nochmals c).

e) Bestimme eine Regressionsgerade bzgl. der ,,horizontalen Minima* (TI83). Zeichne diese und die in d)
bestimmte Regressionsgerade in das Koordinatensystem ein. Welche Interpretation lassen diese beiden
Geraden zu ?

Losungen:



Losungen:

Grafik zu a) und e) TI83-Eintragungen:
& Gewichtin kg

ol L1 H Lz c
icE s PR [
17 ys

55 icn En
16z Lo
164 e

B0 167 L |
168 |

il Lz = {4747, o0, o5

STAT CALC 2-Var Stats ENTER

404

liefert
4] 2=-Var Stats
==165.1
Gréfte in cm E:‘{=1|551
I35 45;40 1;1 a0 15IS 1éD 1é5 1F:'D 1F:'5 18ID 1é5 15;0 o E:H: 2 =2F2993
//ff?” Svmg. TTE313640
- Tx=G, 4257295351
_ Jr=1H
a) Schwerpunkt S(165,1/54,2); siehe X,V rechts .
2=Mar Stats
b) Gerade durch S und P(160/50): t+o=54, 2
50 = 42-50 160) O y=0,823529x-81,76 b
¥-30= Je5.1- 160 %160 H ¥ =0823529x-81. £9E=2d080
Su=5, 827139569
Fo=5, 525165953
VExa=5951 1
¢) Zux=155(cm) gehort y =45,9 (kg) und

zu y=60(kg) gehort x =172,1 (cm) [ iiber Tabelle ! ]

Linked
J=ax+h
d) vertikal: y=0,7915x — 76,4725 (siche LinReg) g=. 731474233354
Zu x=155(cm) gehort y =46,2 (kg) und zu b?'FEaEEEEé%?
_ . — . r‘- — .
y=60(kg) gehort x =172,4 (cm) [ liber Tabelle / Solver ! ] = B1o90a5 a0

liefert
¢) horizontal: zunichst x =1,06937x+107,14 (siche LinReg) Li DEEEL‘,
Dann auflésen: y = 0,9351x — 100,189 e T
b=187. 1480224
2=, 24635031 7
=, F19IEICLEET
Grafik siehe oben

Interpretation: ~ Sowohl die eine wie auch die andere Gerade konnte ,,optimal* sein .



Der Korrelationskoeffizient r

Die Minimierung der Abweichungsquadrate in vertikaler bzw. horizontaler Richtung fiihrt im Allgemeinen zu 2
verschiedenen Ausgleichsgeraden. Diese kdnnen nur dann iibereinstimmen, wenn alle Punkte der Punktwolke bereits auf
einer der Geraden liegen. In diesem Fall besteht zwischen den Merkmalen x und y ein vollstidndiger linearer
Zusammenhang. Je stirker die Punkte einer Punktwolke ,,auseinanderdriften®, desto groBer wird der Winkel zwischen den
beiden Regressionsgeraden sein; im Extremfall 90° !

Korrelation ist ein Maf} dafiir, wie stark die Merkmalswerte (Daten) von dem gewéhlten
Regressionsmodell (z.B. Regressionsgerade) abweichen.

Man definiert den Betrag der Korrelation r als Verhiltnis (Anteil) der Standardabweichung, die durch das
Regressionsmodell festgelegt ist zur Standardabweichung, die durch die Daten gegeben ist,

furz Ir| = SModell
SDaten
Die Grafik erldutert beispielhaft fiir 3 Punkte
7 / P1(2/1), P2(4/5) , P3(9/6) ,
B /r was unter Syjoden UNd Spaen ZU Verstehen ist .
° 1 / Dabei werden zunichst die Quadrate der vertikalen
4 RN Abweichungen der Daten vom Schwerpunkt S
- SN betrachtet (rot) und ihre Flacheninhalte auf-
5] N summiert. Teilt man diese Summe durch sie
/ Anzahl der Daten (hier = 3) und zieht dann die
;,1,- ¢ Wurzel, so ergibt sich die eine der beiden
e+ Standardabweichungen Spagen !
1 2 3 4 5 B 7 B 9 10 11 12
Hier gelten: y = —x+ -~ ( Regressionsgeradc) Entsprechend geht man vor bei der Bestimmung
13 13 VOn Smodell -
Dort werden die Quadrate der vertikalen
14 128 Abweichungen des Modells ..Gerade* vom
SDaten = 3 SModell = ’/ﬁ Schwerpunkt S betrachtet (blau) .

Begriindung der beiden Ergebnisse:

Fiir die roten Quadrate kann man die Summe der Flicheninhalte am Grafikraster ablesen ( 14 Einheiten ).

Fiir die blauen Quadrate rechnet man so:
8 12
Summe der Flacheninhalte = (E 2+ 5 -

4)* + (§D4+ 12 4)* + (§D9+ 12 4y = 128 9,85
13 13 13 13 13

Teilt man jetzt Swogen durch Spyen , SO erhdlt man r= ‘/% z (0,8386



Allgemeine Formulierungen zur Berechnung des Korrelationskoeffizienten:

Die Abweichung des Modells (hier: Gerade) vom Schwerpunkt Sist: alXi+b - ;
Die Abweichung der Daten P; vom Schwerpunkt S ist : Vi - ;/

Berechnet man die Summe der Quadrate dieser Abweichungen fiir alle Daten, so erhélt man:
—\2 —\2
QuadratSummeModellabweichugen = Z (axi * b - y ) QuadratSummeDatenabweichugen = Z (y i y )

Fiir die Standardabweichungen s erhélt man dann:

ax,+ b- )’
SModellabweichugen = z ( ! y) SDatenabweichugen =
n
z (ax;+ b-y )2
Da |r] als Quotient der beiden Groflen definiert ist ergibt sich vereinfacht: |r| =
Y 0=y

Anmerkung: Fiir fallende Geraden als Modell wird r als negativ definiert, sonst positiv !!

Bei linearer Regression liegt r im Bereich [-1; 1] (s. oben: r kann auch negativ sein ).

Je nédher der Betrag von r dem Wert 1 kommt, um so besser ist das Modell .

Bezug zu den beiden moglichen Regressionsgeraden:

Hat man die beiden Steigungen m, (=m) und m, ( = m*) bzgl. der vertikalen und der horizontalen
Entfernungsmaxima bestimmt, so ldsst sich r auch auf andere Weise ganz einfach ermitteln.

r ist dann gleich dem geometrischen Mittel der beiden Zahlen m, und my, also r=mIm* .

( Achtung: my ist der Steigungswert m* der Umkehrfunktion mit x =m* +b* 1)
8 8
Fiir das Einfiihrungsbeispiel galt: m, = 3 m* =m, = -
Dannist r= 1/§D§ = Jﬁ = (0,8386
13 7 91
Z (x; =), - »)

Bei linearer Regression gilt dann:

G0 oy

Fiir das Einfiihrungsbeispiel mit x,=2; x,=4; x5=9 y=1; y>=5; y:=6
2-50-4)+ (@4-505-4)+O-5)(6-4)

Tl (454 (9 9100 4+ (5- 4+ (6 4)']

B 9-1+38 1616
~ Jot 1+ 16109+ 1+ 4]~ J26014 364

ist

= 0,8386 ( vgl. Ergebnis oben )



Bewertung des Zusammenhangs (der Korrelation) zwischen 2 Grofien:

-1=r<-0,8 oder 0,8<r<l1
starke Korrelation

-0,8<r<-0,3 oder 0,3<r<0,8
schwache Korrelation

-0,3<r<0 oder 0<r<0,3
keine Korrelation

Ay Ay Ay
4 PAS 4 ° 4
a o o
31 - 3 o o oo 3 -}
L o o o o
2 | 2 ° 2 ° °
. r=0947 r=0618 ’ ¢
" ] " " r=.0,025
X X X
1 2 3 4 & 1 2 3 4 &5 1 2 3 4 |

Die Grafiken sind lediglich willkiirlich gewéhlte Beispiele !
Anmerkung: In der Literatur findet man auch noch andere Klassifizierungen der Korrelation !

Der Korrelationskoeffizient beim TI83:

r ist beim TI83 nicht ohne weiteres sichtbar, kann aber ,,nachgeriistet” werden.
Erst CATALOG (2nd 0) wihlen, dann dort zu DiagnosticOn und ENTER ENTER driicken .
Von jetzt ab wird r immer zusammen mit der Regressionsfunktion angezeigt.



