A) Vektorrechnungsmethoden (mit Skalarprodukt):

1) Abstand eines Punktes P von einer Ebene IE im Raum (einer Gerade g in der Ebene ):

Anmerkung: fiir Geraden im Raum funktioniert diese Vektormethode nicht !
Hier miissen zusétzliche Bedingungen verwendet werden.

Gerade g (Ebene E) Alternatives Bild:
P
d
ﬁ? / . F

Wie man sieht, miissen folgende GroBen gegeben sein:

Geradenpunkt (Ebenenpunkt) A, Ausgangspunkt P und Normalenvektor 72 .

Statt des Normalenvektors kann aber auch der Richtungsvektor z£ ( bei Geraden) oder 2 Spannvektoren
¢ und v (bei Ebenen) gegeben sein. In diesen Fillen muss der Normalenvektor aus diesen Grof3en erst
bestimmt werden, was bekanntlich bei Ebenen wesentlich aufwindiger ist als bei Geraden !

Eine Formel zur Berechnung des Abstandes d ergibt sich mithilfe des cos(a) wie folgt:

Ei s ol __Ankathete  _ d  _ d
inerseits gilt cos(a) = Hypotenuse |Zf’| 5 —a| °
p—a
andererseits wegen der Skalarproduktdefinition:  cos(Q) = il .(f}.)_%
—>* -1
Durch Vergleich folgt: d= %

Alternative Herleitung:
nx AP _ n*x(AF+ FP) _ n*AF + n*FP _ n*FP _ |n||FP|-cos($) _ ==
|7 |7 | |7 | |7 ]

Achtung: d kann auch negativ sein ! (dies ist der Fall, wenn o > 90° ist) .

Da Abstdnde immer positiv sind, verwendet man den Betrag: d =




Beispiele:
® Geraden in der x-y-Ebene (2D):

-4
a) Gegeben g X = Eg%’r r E 3 E und P(0/0) .

Ermittle d approximativ (mit 2D-Zeichnung) und exakt mit der Formel.
_ 1

3 3
Losung mit Formel: Bestimme 72 = E4E o n, = 5[%4H

Alsoist d= Do ¢ n- ot Hol *H: lmso-a+ am) o-24
SO 1st = 5 - 5 4 0 5 . — 4y

Der Abstand betrdgt also d=2,4 LE .

9 - 4
b) Gegeben g X = E_ 5%+ FE 3 E und P(7/9) . Losung:

L ._frug, p2t L
c) Gegeben g X= 12 E r EzOE und P(9/-9). Losung:
d) Gegeben g 3x+4y=7 und P(6/11). Losung:

5 -

e) Gegeben g %ZEDX =2 und P(1/3). Losung:
f) Berechne den Flacheninhalt von ABC mit A(1/2) B(8/-1) C(6/5). Losung:

@ Ebenen im Raum (3D):

_ B'B B?H H'B
a) Gegeben IE: x=[-30+»r000+705 0 und P(3/2/1).
HiH H1H B30
Eine Zeichnung ist flir Parameterformen in der Regel nicht sinnvoll !
o | BB .00
Zuerst wird ein Normalenvektor bestimmt. Esist 72 = (20 U 7, = g'-_lJHZD.
as He
|  B'H HBPH B'H  H'H FPH
Alsoist d= Dg@DD(EQD—D— 3D = 5@255555 =4.
BH HiH Hri 2H HH

Der Abstand betrdgt also d =4 LE .

_H*8B B8°8 H'H
b) Gegeben IE: X = ﬁ— 1§+ rO4 O+¢0-10 und P(7/3/4). Losung:

ag H-eg Hod
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c¢) Gegeben IE: =0 und P(2/0/2) .Lésung: d=3
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Fiir P(2/1/-8)  folgt in ¢) die Losung d =4

I:U]%DD
I:I:II:II:I:I

Fiir P(5/5/5)  folgt in c) die Lésung d = 16/3

® Warum funktioniert die Losungsformel nicht fiir eine Gerade im Raum ??

Antwort: Bei einer Geraden im Raum gibt es unendlich viele Normalenvektoren, die alle um den
Richtungsvektor der Geraden g drehen. Daher miissen weitere Bedingungen gefunden werden, um das
Problem zu 16sen. Man benétigt noch die Ebene, in der P liegt und die senkrecht zu g verlauft !

( siche weiter unten )



2) Abstand eines Punktes P von einer Geraden g im IR? :

1. Methode:
Man bestimmt eine Hilfsebene IE, die senkrecht auf g steht und somit als Normalenvektor den
Richtungsvektor der Geraden hat. Schneidet man diese Ebene mit g, so erhélt man den Lotfulpunkt F.

Dann gilt : d=|FP |

o,
oQ
=i
I
Qi
+
s
N

Bestimmung von F:  Gegeben seien P un

Erst Hilfsebene IE bestimmen:  #*(X—p)=0
Dann IE n g: ux(a+Aiu—p)=0
ux(p—da
Aufldsung nach 4= #
u
L - _. ux(p-a) . B
Der Lotfulpunkt F ergibt sich durch: | Xz=a+———5—u Es folgt d=|%,—p|
u
2. Methode:
Man kennt 2 Punkte A und B der Geraden g im R? oder man bestimmt diese P
anhand der Geradengleichung . Dann lisst sich der Winkel o mit dem //E
— d
Skalarprodukt 4B * AP bestimmen. Aullerdem gilt: sin(Q) = |_>—P| . ) A L
Da o nun bekannt ist ldsst sich auch d bestimmen .
3. Methode
Gegeben sind OP und die Geradengleichung OX = x = a+Au . Gesucht ist ein Punkt X auf g, so

dass XP senkrecht auf g steht .

Gerade g im Roum

Hat man A bestimmt, so lésst sich F bestimmen und somit auch d = |FP|.



3) Abstand Gerade g — Gerade h

a) Geraden g und h parallel :

Hier kann man den Abstand eines Punktes von h zur Geraden g berechnen ( siehe 2) ).
Als Punkt nimmt man zweckméBigerweise den Stiitzpunkt Q von h .

b) Geraden g und h windschief :

Hier benétigt man zunichst einen Normalenvektor 7z , der sowohl auf g als auch auf h senkrecht steht.
Sind z und V die Richtungsvektoren der beiden Geraden, so gilt: zZ (072 =0 und v 072 =0 . Aus dem
daraus sich ergebenden LGS bestimmt man einen Normalenvektor.

Sind Z und 9 die beiden Stiitzvektoren der Geraden, so berechnet man den Abstand mit der Formel

Hinweis: Der Normalenvektor kann auch mit dem Vektorprodukt bestimmt werden! ( 7#=u XV )

4) Abstand Gerade ¢ — Ebene IE bzw. Ebene IE; - Ebene IE,

Diese Fille lassen sich immer auf das Problem Punkt — Ebene zuriickfiihren !



B) Analysismethode:

1) Abstand eines Punktes P von einer Geraden g im R? oder R?® ( einer Ebene IE im R*):

Anmerkung: fiir Geraden im Raum funktioniert auch diese Analysismethode !
Fiir Ebenen im Raum ist die Methode kompliziert !!

Der Abstand wird hier bestimmt mit Extremwertmethoden der Analysis:

Zuerst wird die Entfernung e zwischen P und einem Punkt Q gebildet, welcher auf g ,,wandern* soll.

Cerade g
(Ebene E)

0

Zunéchst erkennt man, dass ¢ = ¢ — p gilt, d.h.

x x

) X, X X ) ¢ 1 *p
Gerade in der Ebene: =9 -7 Gerade im Raum: A Il % Rl

vol v\,
z Z z
e q p

Nach Pythagoras gilt dann
e’ = (Xq—X%)" + (Vg — Vp)’ fiir den 2-dimensionalen Fall sowie
e’ = Xq—Xp) + (Vg —¥p)’ + (24 — 2,) fir den 3-dimensionalen Fall .

Aus der Vektorgleichung der Geraden g erhélt man xq,und y, (und z; ), denn Q wandert ja auf der
Geraden g und muss somit auch die Vektorgleichung erfiillen.

Diese Koordinaten sowie diejenigen des gegebenen Punktes P werden in den Term fiir e* eingesetzt . Man
erhélt somit eine Funktion f, welche das Entfernungsquadrat e’ in Abhéngigkeit des Parameters r der
Geradengleichung ausdriickt, also f(r) .

Bildet man nun die 1. Ableitung f’( r ) und setzt diese Null, so erhélt man iiber eine Bestimmungs-
gleichung dasjenige rmin, mit dem man das rel. Minimum der Entfernung (den Abstand) ermitteln kann.

Das rel. Min. istdann  d=emnin= /S #nin )



9 - 4
® Rechnung fiir eine Gerade in der Ebene: g: X = E_ SEJr r E 3 E und P(7/9) .

) X, 9 -4
Es gilt : = E EJf VE E ,woraus Xxq=9—4r und y,=-5+3r folgt.
Yq -5 3

Es folgt dann €= (1) = (Xq—Xp)* + (Yq—¥p)° = (2—41) + (-14+31)° =
4 -16r+ 16r° + 196 — 84r + 9r*> = 200 — 100r +251° .

Alsoist f’(r)=50r—100. Aus f’=0 folgt r= 2.

Deshalb ergibt sich fiir die gesuchte minimale Entfernung

d=emn= Vf(2) = v200—200+100 = V100 = 10

@ Rechnung fiir eine Gerade im Raum: g: x = [2 O und P(2/-3/5)

o0 B3 B2 8

Esgilt: Oy,0= 020+ g1 0O, woraus folgt:  xq=2+3r y,=2+r z;=4r

0 Bl B-ab

Es folgtdann ¢ =1f(1) = (Xq— %)’ + (Y — ¥p)* T (zg—2)* = Br)’ + (5+1) + (-1-1)” =
O +25+10r+r+1+2r+1*> = 112+ 12r+26.

Alsoist f’(r)= 22r+12. Aus f’(r)= 0 folgt r=-6/11.
Deshalb ergibt sich fiir die gesuchte minimale Entfernung

d:emm:\/f(—6)=\/11D—36—12[£+26= 36-72+286=\/250=4,767
11 121 11 11 11 11 11




Weitere Aufgaben fiir Geraden im Raum:

1) Berechne den Abstand:

T B3 8

a) g x=p0lgt»00 0 und P(6/7/-3)
wH 524
E—l
b) g¢ x=01 g+
3 7H

H? H
ro- 10 und P(9/11/6)
H2 H
~ H*H B°E
c) g X=0-90+rO0 4C
Hi1 E

H- 2H 1

und P(9/4/9)

2) Berechne den Flécheninhalt von ABC:
a) A(1/1/1), B(7/4/7), C(5/6/-1)

a) A(2/1/0), B(1/1/0), C(5/1/1)

3) Begriinde die Parallelitit von g und h und berechne den Abstand g-h:

 BSH B'E BB B 2F
g x=p060tr00Q h: X=mo+»00 O

Hs H H-2H HH Ha{



2) Abstand eines Punktes P von einer Ebene IE mit Analvsismethoden :

Die Zeichnung fiir Geraden muss noch um einen 2. Spannvektor erweitert werden, was hier nicht
ausgefiihrt werden soll .

Der Punkt Q muss jetzt auf der Ebene ,,wandern, d.h. es miissen dann 2 Parameter, ndmlich rund t,
variiert werden.

Man muss nun partielle Ableitungen bilden, ndmlich df/dr sowie df/dt und diese jeweils 0 setzen
(Gradientenverfahren). Es ergibt sich ein LGS zur Bestimmung der i, tmin.

Das rel. Min. ist hier emnn= /(7 ¢, )

_ __B'B B?*H H“*H
Rechnung fir @ mit IE: Xx=0-30+ 00 0+705 O und P(3/2/1).
Hid Hi1d H-3f
Achtung: Die Rechnung ist sehr aufwindig (Gradientenverfahren beim Ableiten) und eignet sich daher
allenfalls fiir den Leistungskurs, moglichst mit CAS-Rechner !

Es gelten xq = 1+2r-4t yq = -3+5t zq = 1-r-3t
Dann folgt f(r,t) = (-2+2r-4t)* + (-5+5t)* + (r+3t)> =29 — 8r — 34t + 5r* + 50t> — 10rt .

df/dr = -8+10r-10t =0 und df/dt =-34+100t-10r=0 .
Losung dieses LGS:  r=19/15und t="7/15.

Bildet man jetzt f(19/15,7/15), so erhélt man das Ergebnis 16 .

Also ist der Abstand d=enn,=4 .

Anmerkung:

Erweiterung der Analysismethode ( sowohl fiir Ebenen als auch fiir Geraden):
Das Minimum ldsst sich approximativ auch iiber ein Iterationsverfahren bestimmen, bei dem man
sukzessive den Parameter r verdndert und den minimalen Wert aus der Tabelle abliest .



